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0 Generel	  introduktion	  	  
 Indledning	  0.1
I	  takt	  med	  at	  der	  på	  de	  danske	  gymnasier	  bliver	  optaget	  flere	  og	  flere	  elever,	  og	  at	  politikerne	  har	  et	  mål	  
om	  at	  95%	  af	  2015-­‐ungdomsårgangen	  skal	  gennemføre	  mindst	  en	  ungdomsuddannelse1,	  er	  der	  i	  stigende	  
grad	  interesse	  for,	  hvordan	  man	  afhjælper	  de	  svage	  elever.	  Ledelsen	  på	  gymnasierne	  afsætter	  flere	  
ressourcer,	  for	  at	  de	  svage	  elever	  også	  bliver	  bedre	  fagligt	  og	  får	  deres	  hue.	  Studievejledernes	  rolle	  har	  
ændret	  sig.	  Til	  hvert	  gymnasium	  er	  der	  knyttet	  en	  psykolog,	  og	  nogle	  steder	  en	  præst,	  der	  er	  lærere	  som	  
efteruddannes	  til	  mentorer,	  og	  der	  tilbydes	  flere	  dage	  om	  ugen	  lektiehjælp	  efter	  skoletid.	  I	  forhold	  til	  
matematik	  er	  der	  for	  nogle	  år	  siden	  et	  par	  gymnasier,	  der	  er	  begyndt	  at	  teste	  eleverne	  for	  dyskalkuli	  ved	  
test,	  som	  de	  selv	  har	  udarbejdet,	  eller	  ved	  tests	  udviklet	  af	  Taleinstituttet	  Region	  Nordjylland.	  Dyskalkuli	  er	  
et	  relativt	  nyt	  begreb,	  som	  beskriver	  elever	  med	  vanskeligheder	  i	  og	  med	  matematik.	  Dyskalkuli	  er	  på	  vej	  til	  
at	  blive	  indført	  som	  en	  diagnose,	  og	  undersøgelserne	  viser	  at	  1-­‐2%	  af	  befolkningen	  lider	  af	  dyskalkuli	  
(Skovhus,	  2012).	  Nu	  er	  der	  flere	  og	  flere	  gymnasier,	  som	  er	  opmærksomme	  på	  elever	  med	  dyskalkuli	  eller	  
matematikvanskeligheder2	  (antallet	  af	  gymnasieelever	  med	  dyskalkuli	  formoder	  vi	  ligger	  langt	  under	  1%).	  
Vi	  har	  begge	  to	  arbejdet	  på	  vores	  gymnasier	  med	  testen	  fra	  Taleinstituttet	  Region	  Nordjylland	  og	  har	  
prøvet	  at	  identificere	  elever	  med	  dyskalkuli	  eller	  matematikvanskeligheder	  og	  planlægge	  et	  
interventionsprogram	  til	  dem.	  Men	  vores	  flere	  års	  matematikundervisningserfaring	  viser,	  at	  der	  er	  langt	  
flere	  end	  1-­‐2%	  af	  eleverne,	  som	  har	  vanskeligheder	  med	  matematik.	  I	  2011	  har	  der	  været	  23,2%	  af	  eleverne	  
som	  dumpede	  til	  skriftlig	  studentereksamenen	  i	  matematik	  C	  (HF),	  17,5%	  matematik	  B	  (STX	  )	  og	  28,4%	  
matematik	  B(HF)	  og	  	  12,7%	  matematik	  A-­‐niveau3.	  	  
Pisa	  undersøgelsen	  viser,	  at	  de	  danske	  elever	  på	  15	  år	  er	  blevet	  dårligere	  til	  matematik.	  Danmark	  er	  i	  2012	  
placeret	  som	  nr.	  22	  ud	  af	  65	  deltagende	  lande	  (Egelund,	  2013).	  	  De	  danske	  elever	  opnåede	  i	  2012	  500	  point	  
i	  gennemsnit	  i	  matematik,	  som	  ligger	  over	  OECD-­‐gennemsnittet	  på	  494.	  Hvis	  resultaterne	  ses	  i	  forhold	  til	  
2003,	  var	  de	  danske	  elevernes	  gennemsnit	  på	  514	  i	  forhold	  til	  OECD-­‐gennemsnittet,	  som	  på	  daværende	  
tidspunkt	  var	  500.	  De	  danske	  elever	  præsterer	  dermed	  2,7%	  lavere	  i	  2012	  i	  forhold	  til	  2003,	  mens	  OECD-­‐
gennemsnittet	  er	  faldet	  med	  1,2%	  i	  samme	  periode.	  
	  
De	  fleste	  af	  gymnasiernes	  ovennævnte	  ressourcer	  henvender	  sig	  til	  de	  sociale,	  psykiske	  og	  
personlighedsproblemer,	  som	  vi	  finder	  absolut	  lige	  så	  væsentlige	  som	  de	  faglige,	  men	  disse	  har	  vi	  ikke	  fokus	  
på.	  Vi	  er	  bevidste	  om,	  at	  eleverne	  er	  komplekse	  individer,	  og	  at	  der	  er	  flere	  faktorer,	  der	  spiller	  ind	  i	  forhold	  
til	  deres	  faglige	  præstation	  og	  udvikling,	  men	  vores	  fokus	  i	  uddannelsen	  har	  været	  på	  elever,	  som	  klarer	  sig	  
godt	  i	  mere	  end	  ét	  fag.	  Hvis	  eleverne	  har	  vanskeligheder	  i	  alle	  fag,	  er	  det	  svært	  at	  finde	  ud	  af	  om	  årsagen	  til	  
disse	  vanskeligheder	  er	  dyskalkuli,	  kognitive	  eller	  psykiske,	  og	  om	  han/hun	  har	  brug	  for	  en	  hel	  anden	  type	  
intervention	  end	  den,	  vi	  kan	  tilbyde.	  
	  
Vores	  interesse	  for	  at	  finde	  årsagen	  og	  løsninger	  til	  elevernes	  matematikvanskeligheder	  er	  vokset,	  og	  vi	  har	  
en	  forventning	  om,	  at	  uddannelsen	  til	  Matematikvejleder	  i	  Gymnasiet	  vil	  give	  os	  redskaber	  til	  at	  arbejde	  
med	  de	  problemstillinger,	  som	  opstår	  i	  forbindelse	  med	  dette,	  således	  at	  vi	  kan	  gøre	  en	  forskel	  og	  være	  
med	  til	  at	  løfte	  elevernes	  kvalitetslæring.	  
	  
	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
1	  http://www.uvm.dk/I-­‐fokus/95-­‐procent-­‐maalsaetning	  
2	  Vi	  gør	  opmærksom	  på,	  at	  vi	  skelner	  mellem	  dyskalkuli	  og	  matematikvanskeligheder,	  og	  at	  projektets	  
problemstillinger	  og	  konklusioner	  ikke	  har	  til	  formål	  at	  behandle	  dyskalkuli.	  	  
3	  http://uvm.dk/Uddannelser/Gymnasiale-­‐uddannelser/Proever-­‐og-­‐
eksamen/~/media/UVM/Filer/Udd/Gym/PDF12/120111%20Evaluering%20skriftlig%20eksamen%20matematik%20ma
j%202011.ashx	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 Teoretiske	  overvejelser	  0.2
I	  det	  følgende	  vil	  vi	  fremhæve	  nogle	  væsentlige	  sammenhænge	  mellem	  nogle	  af	  de	  teorier,	  vi	  gennemgår	  
og	  anvender	  i	  projektet,	  og	  deres	  betydning	  for	  matematikvejlederens	  arbejdsproces.	  
Vi	  beskriver	  i	  rapporten	  et	  udvalg	  af	  problematikker	  inden	  for	  følgende	  tre	  centrale	  emner	  i	  
matematikundervisningen	  på	  gymnasiet:	  Begrebsdannelse	  og	  begrebsforståelse,	  Ræsonnementer	  og	  
bevisførelse	  samt	  Modeller	  og	  modellering.	  	  
Inden	  for	  de	  givne	  emner	  har	  vi	  på	  baggrund	  af	  grundige	  overvejelser	  valgt	  at	  fordybe	  os	  i	  specifikke	  
områder.	  Under	  emnet	  Begrebsdannelse	  og	  begrebsforståelse	  har	  vi	  beskæftiget	  os	  med	  ligninger	  og	  
ligningsløsning,	  under	  emnet	  Ræsonnementer	  og	  bevisførelse	  har	  vi	  foretaget	  en	  skarp	  analyse	  af	  faktorer,	  
der	  spiller	  en	  vigtigt	  rolle	  i	  udviklingen	  af	  elevernes	  ræsonnementskompetence,	  mens	  vi,	  i	  forbindelse	  med	  
Modeller	  og	  modellering,	  har	  arbejdet	  med	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetencens	  rolle	  i	  udviklingen	  af	  
elevernes	  modelleringskompetence.	  	  	  
Desuden	  beskriver,	  analyserer	  og	  vurderer	  vi	  de	  relevante	  teorier	  i	  forhold	  til	  intervention	  på	  udvalgte	  
elever,	  som	  vi	  har	  arbejdet	  med	  under	  uddannelsesperioden.	  	  	  
	  
I	  forbindelse	  med	  alle	  tre	  emner	  har	  vi	  fundet	  en	  god	  støtte	  i	  KOM-­‐rapporten	  (Niss,	  2002)	  ,som,	  sammen	  
med	  læreplanerne	  i	  matematik	  for	  stx	  og	  hf	  og	  de	  tilhørende	  vejledninger,	  definerer	  de	  centrale	  
kompetencer,	  gymnasieeleverne	  skal	  være	  i	  besiddelse	  af,	  og	  på	  hvilket	  niveau.	  
Ud	  fra	  KOM-­‐rapportens	  otte	  kompetencer	  har	  vi	  især	  haft	  fokus	  på	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen,	  
ræsonnementskompetencen	  og	  modelleringskompetencen.	  
Symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen	  er	  meget	  relevant	  på	  både	  C-­‐,	  B-­‐	  og	  A-­‐niveauet	  i	  gymnasiematematik,	  
da	  det	  matematiske	  skriftsprog	  ikke	  kan	  forestilles	  uden	  symboler.	  	  Elever	  som	  ikke	  kan	  forstå	  symboler,	  vil	  
have	  vanskeligheder	  med	  at	  begå	  sig	  i	  matematik	  på	  skrift,	  og	  nogle	  vil	  allerede	  opleve	  en	  blokering	  pga.	  at	  
de	  ikke	  kan	  læse	  en	  matematisk	  tekst.	  	  
I	  forhold	  til	  beviser	  er	  ræsonnementskompetencen	  væsentlig.	  Beviser	  findes	  kun	  i	  matematik,	  og	  en	  
rutineret	  matematiker	  er	  tilbøjelig	  til	  at	  have	  en	  deduktiv	  tilgang	  frem	  for	  en	  empirisk.	  	  Inden	  for	  matematik	  
er	  der	  ikke	  tradition	  for,	  at	  man	  går	  ud	  og	  måler	  på	  virkeligheden	  for	  at	  kunne	  opstille	  generelle	  resultater.	  
Men	  en	  stor	  del	  af	  matematik	  indgår	  i	  fag	  som	  fx	  musik	  og	  er	  desuden	  central	  i	  mange	  andre	  fag,	  som	  fx	  de	  
naturvidenskabelige	  fag,	  arkitektur,	  design	  eller	  i	  samfundsfaglige	  sammenhænge.	  Dermed	  er	  modellering	  
en	  væsentlig	  kompetence,	  hvilket	  vi	  også	  har	  haft	  fokus	  på	  i	  vores	  studie	  af	  matematikvanskeligheder.	  
	  
Vi	  har	  især	  i	  forbindelse	  med	  det	  første	  emne	  inddraget	  teorierne	  om	  begrebsforståelse	  fra	  Skemp	  (Skemp,	  
1979),	  Sfard	  (Sfard,	  1991)	  og	  SOLO-­‐taksonomi	  (Biggs	  &	  Tang,	  2011),	  men	  Sfards	  teori	  om	  begrebsforståelse	  
har	  vi	  benyttet	  som	  en	  rød	  tråd	  igennem	  vores	  projekter.	  Her	  er	  det	  især	  den	  strukturelle	  opbygning	  af	  
begrebsforståelse	  i	  internaliserings-­‐,	  kondenserings-­‐	  og	  reificeringsfasen,	  som	  går	  igen	  i	  vores	  arbejde.	  Vi	  
har	  særligt	  været	  optaget	  af,	  at	  forståelsesprocessen	  tager	  lang	  tid,	  og	  det	  derfor	  er	  nødvendigt	  for	  
eleverne	  at	  få	  tilstrækkelig	  tid	  til	  at	  opnå	  en	  dybere	  matematikforståelse	  gennem	  interventionen.	  Dette	  har	  
vi	  brugt	  i	  vores	  planlægning	  af	  interventionssessionerne	  for	  eleverne.	  	  
	  
Vi	  benytter	  også,	  at	  man	  kan	  opfatte	  matematiske	  begreber	  både	  operationelt	  og	  strukturelt,	  men	  at	  det	  er	  
muligt	  at	  bygge	  ovenpå	  begreber,	  også	  selvom	  eleven	  ikke	  har	  opnået	  en	  strukturel	  forståelse	  af	  disse	  
endnu.	  
Teorier	  om	  begrebsforståelse	  spiller	  en	  væsentlig	  rolle	  i	  forhold	  til	  kortlægningen	  af	  den	  enkelte	  elevs	  
forståelse	  af	  specifikke	  matematikbegreber	  og	  eventuelle	  matematikvanskeligheder,	  mens	  teorierne	  om	  
socio-­‐matematiske	  normer,	  didaktiske	  situationer,	  elevernes	  matematikrelaterede	  beliefs	  og	  anvendelse	  af	  
bevisskemaer	  belyser	  elevernes	  forhold	  til	  matematik	  og	  deres	  tilgang	  til	  faget.	  
Ingen	  af	  disse	  teorier	  kan	  stå	  alene.	  De	  belyser	  forskellige	  aspekter	  af	  et	  komplekst	  system	  af	  
problematikker	  omkring	  elevernes	  matematikvanskeligheder.	  
	  
viii	  
	  
 Strukturen	  for	  interventionen	  0.3
Gennem	  vores	  uddannelse	  har	  vi	  arbejdet	  med	  ensartet	  struktur	  i	  alle	  projekterne,	  som	  kredser	  om	  de	  tre	  
faser	  i	  matematikvejledningen:	  Detektion	  –	  Diagnosticering	  –	  Intervention.	  
Detektion	  
Når	  vi	  har	  udvalgt	  elever	  til	  intervention	  i	  forbindelse	  med	  de	  enkelte	  projekter,	  har	  vi	  først	  overvejet	  om	  
emnet	  egnede	  sig	  bedst	  til	  en	  individuel	  eller	  en	  klasserumsintervention.	  Med	  i	  vores	  overvejelser	  har	  også	  
været,	  på	  hvilket	  niveau	  eleverne	  ville	  have	  størst	  udbytte	  af	  en	  intervention	  omkring	  det	  konkrete	  emne.	  
En	  intervention	  for	  den	  enkelte	  elevs	  vanskeligheder	  ville	  forhåbentlig	  være	  udbytterig,	  uanset	  hvornår	  den	  
sættes	  ind,	  men	  idet	  der	  har	  været	  en	  progression	  i	  de	  emner,	  projekterne	  har	  været	  bundet	  op	  på,	  har	  det	  
muliggjort	  at	  afprøve	  interventioner	  på	  forskellige	  faglige	  niveauer.	  
Dernæst	  har	  vi	  udvalgt	  de	  klasser,	  det	  ville	  være	  relevant	  at	  tage	  i	  betragtning.	  Disse	  klasser	  har	  vi	  udsat	  for	  
en	  detektionstest4,	  som	  vi	  har	  fået	  udleveret	  af	  vores	  vejledere.	  Vi	  har	  bedømt	  besvarelserne	  og	  har	  
sammenholdt	  dem	  med	  en	  analyse	  af	  detektionstestens	  spørgsmål	  i	  lyset	  af	  de	  relevante	  teoretiske	  
resultater	  for	  at	  kunne	  komme	  tættere	  på,	  hvilke	  matematiske	  vanskeligheder	  en	  stor	  del	  af	  eleverne	  har,	  
og	  hvordan	  disse	  kan	  forklares	  ud	  fra	  en	  teoretisk	  synsvinkel.	  	  
På	  baggrund	  af	  analysen	  har	  vi	  udvalgt	  relevante	  spørgsmål	  fra	  detektionstesten,	  og	  vi	  har	  opbygget	  et	  
udvalgskriteriesystem,	  som	  potentielle	  kandidater	  til	  matematikvejledning	  skulle	  opfylde,	  for	  at	  pege	  på	  
enkelte	  elever,	  det	  var	  relevant	  at	  arbejde	  med	  i	  forhold	  til	  det	  konkrete	  emne	  og	  i	  forhold	  til	  vores	  valg	  af	  
fokus	  i	  projektet.	  Udvalgskriterierne	  har	  varieret	  fra	  projekt	  til	  projekt,	  men	  fælles	  har	  været,	  at	  de	  elever,	  
vi	  ønskede	  at	  arbejde	  med,	  skulle	  have	  vanskeligheder	  med	  nogle	  bestemte	  områder	  af	  matematikken.	  Vi	  
har	  været	  opmærksomme	  på,	  at	  eleverne	  ikke	  skulle	  have	  så	  mange	  typer	  vanskeligheder,	  at	  det	  ville	  være	  
svært	  at	  udvikle	  netop	  de	  bestemte	  kompetencer,	  vi	  havde	  i	  fokus	  i	  projektet.	  	  
I	  nogle	  tilfælde	  har	  vi	  jævnet	  vejen	  for	  eleverne,	  hvis	  vi	  stødte	  på	  vanskeligheder,	  der	  blokerede	  for	  det	  
videre	  arbejde,	  fx	  ved	  at	  lade	  eleverne	  benytte	  værktøjsprogrammer	  el.	  lign.	  
Et	  af	  de	  fælles	  kriterier	  for	  de	  tre	  semestre	  har	  været,	  at	  eleverne	  skal	  være	  motiverede	  for	  at	  få	  hjælp	  til	  at	  
blive	  bedre	  til	  matematik.	  Nogle	  gange	  har	  dette	  været	  afgørende	  i	  selektionen,	  således	  at	  der,	  blandt	  de	  
elever	  vi	  pegede	  på,	  kun	  var	  to	  tilbage,	  der	  reelt	  var	  motiverede	  for	  at	  deltage	  i	  projektet.	  
I	  forbindelse	  med	  klasserumsinterventionen	  har	  vi	  udvalgt	  et	  par	  elever,	  som	  yderligere	  har	  deltaget	  i	  korte	  
individuelle	  interventionssessioner	  ud	  over,	  at	  vi	  har	  planlagt	  et	  interventionsprogram	  for	  hele	  klassen	  med	  
henblik	  på	  de	  udvalgte	  elevers	  udvikling.	  
Diagnosticering	  
Det	  har	  gennem	  hele	  uddannelsen	  været	  vigtigt	  for	  os	  at	  lave	  en	  grundig	  diagnosticering	  af	  elevernes	  
vanskeligheder,	  som	  er	  understøttet	  af	  konkrete	  argumenter	  og	  talrige	  eksempler	  på,	  præcist	  hvor	  
eleverne	  har	  vanskeligheder	  i	  forhold	  til	  hvad	  opgaven	  kræver,	  og	  hvor	  meget	  viden	  eleverne	  kan	  
demonstrere.	  	  
For	  at	  kunne	  indkredse	  de	  vanskeligheder,	  der	  kunne	  spores	  i	  elevernes	  besvarelser	  (prædiagnosticering),	  
har	  vi	  udvalgt	  enkelte	  elever	  og	  videofilmet	  et	  interview	  med	  dem	  med	  fokus	  på	  deres	  besvarelser	  eller	  
mangel	  på	  besvarelse	  af	  bestemte	  spørgsmål	  i	  detektionstesten.	  Vi	  har	  dermed	  forsøgt	  at	  indkredse,	  hvori	  
vanskelighederne	  for	  eleven	  mere	  nøjagtigt	  bestod,	  for	  derigennem	  mere	  præcist	  at	  kunne	  diagnosticere	  
elevens	  vanskeligheder.	  Interviewet	  har	  absolut	  ikke	  været	  tilstrækkeligt	  til	  at	  kunne	  stille	  en	  sikker	  
diagnose,	  hvorfor	  vi	  gennem	  alle	  vores	  interventionsforløb	  har	  søgt	  at	  skærpe	  diagnoserne	  yderligere	  
gennem	  de	  efterfølgende	  interventionssessioner.	  Vi	  oplever,	  at	  der	  er	  et	  dynamisk	  sammenspil	  mellem	  
diagnosticering	  og	  intervention,	  således	  at	  vi	  ofte	  som	  matematikvejledere	  skifter	  mellem	  disse	  faser,	  da	  et	  
forsøg	  på	  intervention	  fører	  til	  en	  skarpere	  diagnosticering	  og	  dermed	  nødvendigheden	  af	  at	  justere	  på	  
interventionsprogrammet.	  	  
	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
4	  De	  tre	  detektionstests	  findes	  i	  rapportens	  bilag	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Det	  er	  bemærkelsesværdigt,	  at	  det	  under	  detektionsfasen	  er	  let	  at	  få	  øje	  på	  symptomerne	  for	  
matematikvanskeligheder	  hos	  eleverne,	  men	  det	  er	  absolut	  sværere	  at	  identificere	  årsagen	  til	  disse	  
symptomer.	  	  
Under	  diagnosticeringsfasen	  har	  vi	  haft	  behov	  for	  at	  kunne	  genfinde	  tegn,	  der	  tyder	  på,	  at	  årsagen	  til	  
vanskeligheder	  er	  mangel	  på	  forståelse	  af	  et	  bestemt	  emne.	  	  Disse	  tegn	  skal	  kunne	  bekræftes	  af,	  at	  eleven	  
reagerer	  på	  samme	  måde	  i	  en	  tilsvarende	  situation.	  Kan	  matematikvejlederen	  ikke	  designe	  en	  bestemt	  
matematisk	  situation,	  hvor	  hun	  kan	  forudsige,	  på	  hvilket	  tidspunkt	  og	  hvordan	  eleven	  vil	  begå	  fejl,	  har	  
matematikvejlederen	  ikke	  stillet	  en	  skarp	  nok	  diagnose	  endnu.	  Afvigelserne	  fra	  den	  forventede	  adfærd	  er	  
dog	  givende	  i	  forhold	  til	  arbejdet	  med	  at	  afsløre	  flere	  matematikvanskeligheder	  hos	  eleven.	  	  
	  
Da	  kompetencesystemet	  er	  meget	  komplekst	  og	  sammenbundet,	  kan	  de	  vanskeligheder,	  som	  umiddelbart	  
ser	  ud	  til	  at	  høre	  sammen	  med	  en	  bestemt	  kompetence,	  sagtens	  skyldes	  vanskeligheder	  med	  helt	  andre	  
matematiske	  områder.	  	  
Intervention	  
Vi	  har	  i	  gennem	  projekterne	  til	  uddannelsen	  arbejdet	  ud	  fra,	  hvad	  vi	  har	  vurderet	  var	  nødvendigt	  for	  at	  
eleven	  kunne	  få	  et	  fornuftigt	  udbytte	  at	  interventionen.	  
	  
Efter	  en	  grundig	  diagnosticering	  har	  vi	  tilrettelagt	  en	  intervention,	  der	  er	  tilpasset	  netop	  den	  eller	  de	  elever,	  
der	  skal	  interveneres	  på.	  Vi	  har	  haft	  fælles	  udvalgskriterier	  for	  elever,	  der	  har	  deltaget	  i	  samme	  projekt,	  så	  
vi	  har	  interveneret	  på	  elever	  med	  samme	  type	  vanskeligheder,	  men	  da	  eleverne	  ikke	  er	  fuldstændigt	  ens,	  
har	  de	  gennemførte	  interventionsforløb	  heller	  ikke	  været	  helt	  ens	  for	  alle	  eleverne,	  men	  været	  tilpasset	  til	  
de	  enkelte	  elevers	  vanskeligheder.	  	  
I	  forbindelse	  med	  klasserums-­‐	  eller	  gruppeintervention	  har	  vi	  med	  fordel	  benyttet	  os	  af	  teorier	  om	  socio-­‐
matematiske	  normer,	  teorien	  om	  den	  didaktiske	  kontrakt	  samt	  sammenspillet	  mellem	  de	  forskellige	  
bevisskemaer	  og	  elevernes	  forskellige	  tilgange	  til	  matematiske	  problemstillinger.	  Gruppedynamikken	  i	  en	  
klasserumsintervention	  har	  en	  positiv	  virkning	  på	  elevernes	  bidrag	  til	  løsning	  af	  opgaver	  på	  grund	  af	  
elevernes	  indbyrdes	  interaktion,	  hvor	  de	  kan	  udveksle	  idéer	  og	  forslag	  til	  tilgangen	  til	  opgavernes	  
besvarelse.	  Det	  tyder	  på,	  at	  en	  ulempe	  ved	  gruppeintervention	  er,	  at	  eleverne	  kan	  blive	  afhængige	  af	  dialog	  
og	  drøftelse	  med	  andre	  for	  at	  kunne	  besvare	  spørgsmålene.	  Dette	  kan	  tydeligt	  ses	  ved	  en	  analyse	  af	  
elevernes	  præstation	  ved	  de	  skriftlige	  individuelle	  tests	  sammenholdt	  med	  deres	  besvarelse	  under	  
interviews,	  hvor	  vi	  oplever	  at	  eleverne	  er	  bedre	  til	  at	  besvare	  spørgsmålene	  under	  samtale	  end	  ved	  den	  
skriftlige	  test,	  hvor	  det	  tyder	  på,	  at	  eleverne	  har	  haft	  en	  blokering.	  Dette	  understøttes	  yderligere	  af	  vores	  
erfaringer	  fra	  den	  daglige	  undervisning,	  hvor	  det	  ofte	  viser	  sig,	  at	  elever,	  der	  godt	  kan	  honorere	  de	  faglige	  
krav	  i	  klasserummet,	  ikke	  kan	  klare	  sig	  tilsvarende	  ved	  fx	  den	  skriftlige	  eksamen,	  hvor	  de	  ikke	  har	  mulighed	  
for	  at	  diskutere	  resultater	  og	  metoder	  med	  andre	  elever.	  Derfor	  er	  det	  vigtigt	  at	  være	  bevidst	  om,	  at	  veksle	  
mellem	  disse	  metoder,	  så	  man	  kan	  udvikle	  en	  selvstændighed	  hos	  eleverne.	  
	  
I	  forbindelse	  med	  interventionerne	  har	  vi	  lænet	  os	  op	  ad	  relevante	  forskningsbaserede	  resultater	  om	  fx	  
begrebsforståelse,	  hvor	  tidsfaktoren	  spiller	  en	  væsentlig	  rolle.	  	  Da	  vi	  i	  vort	  daglige	  virke	  har	  erfaring	  med,	  at	  
det	  tager	  tid	  for	  eleverne	  at	  kondensere	  og	  reificere	  indlæring	  og	  forståelse	  af	  matematiske	  begreber,	  har	  
vi	  valgt	  at	  gennemføre	  interventionsforløbene	  over	  en	  længere	  tidsperiode,	  med	  passende	  pauser,	  således	  
at	  eleverne	  havde	  mulighed	  for	  at	  igangsætte	  en	  kondensering	  af	  de	  begreber,	  vi	  ønskede,	  at	  de	  skulle	  
opnå	  forståelse	  af.	  Dette	  har	  vi	  gjort	  i	  forventning	  om,	  at	  elevene	  opnåede	  en	  dybere	  forståelse	  og	  en	  
langtidsvirkning	  af	  vores	  intervention	  frem	  for	  en	  tilsyneladende	  udvikling,	  der	  forsvinder	  igen	  efter	  en	  kort	  
periode.	  
	  
 Elevernes	  og	  vores	  eget	  udbytte	  0.4
Vi	  har	  ønsket	  at	  kunne	  måle	  en	  eventuel	  kompetenceudvikling	  for	  de	  udvalgte	  elever	  både	  i	  forhold	  til	  dem	  
selv	  og	  i	  forhold	  til	  deres	  respektive	  klasser.	  Vi	  har	  derfor	  analyseret	  elevernes	  besvarelser	  af	  opgaver	  i	  
forhold	  til	  tidligere	  for	  at	  se,	  om	  der	  er	  sket	  en	  målbar	  udvikling	  af	  de	  kompetencer,	  der	  har	  været	  i	  fokus.	  	  
x	  
	  
Ved	  afslutningen	  af	  hvert	  interventionsforløb	  testede	  vi	  derfor	  de	  udvalgte	  elever	  og	  deres	  klasser	  med	  en	  
sluttest5,	  som	  vi	  designede	  således,	  at	  den	  er	  sammenlignelig	  med	  den	  tilhørende	  detektionstest,	  både	  i	  
omfang,	  sværhedsgrad	  og	  opgavetyper,	  uden	  at	  spørgsmålene	  skulle	  være	  genkendelige	  i	  deres	  ordlyd.	  
For	  yderligere	  at	  undersøge	  elevernes	  udvikling	  har	  vi	  interviewet	  de	  udvalgte	  elever	  om	  deres	  besvarelse	  
af	  udvalgte	  spørgsmål	  i	  sluttesten.	  Besvarelsen	  af	  sluttesten	  og	  det	  efterfølgende	  interview	  har	  været	  
grundlag	  for	  en	  postdiagnosticering	  af	  elevernes	  vanskeligheder,	  således	  at	  vi	  kunne	  vurdere,	  i	  hvilken	  grad	  	  
den	  enkelte	  elev	  har	  udviklet	  den	  eller	  de	  kompetence(r),	  der	  har	  været	  i	  fokus	  i	  vores	  arbejde.	  
Et	  succeskriterium	  for	  interventionsforløbet	  har	  for	  os	  været,	  at	  vi	  kan	  påvise	  en	  positiv	  udvikling	  hos	  
eleverne,	  som	  skyldes	  vores	  intervention	  og	  ikke	  alene	  den	  naturlige	  udvikling,	  eleverne	  opnår	  gennem	  
deres	  daglige	  undervisning.	  
Elevernes	  udbytte	  
For	  at	  få	  elevernes	  syn	  på,	  hvordan	  de	  har	  oplevet	  forløbet,	  har	  vi	  gennemført	  et	  opfølgende	  interview	  med	  
de	  deltagende	  elever,	  efter	  at	  vi	  har	  afsluttet	  arbejdet	  med	  de	  tre	  projekter.	  Interviewet	  er	  foretaget	  i	  
januar	  2015,	  for	  nogle	  af	  eleverne	  er	  det	  derfor	  lang	  tid	  siden,	  de	  har	  deltaget	  i	  interventionen.	  
De	  elever,	  vi	  har	  arbejdet	  med,	  udtrykker	  i	  interviewet	  stor	  tilfredshed	  med	  matematikvejledningsforløbet	  
og	  tilkendegiver,	  at	  de	  kan	  bruge	  det	  lærte.	  Følgende	  udtalelser	  er	  fra	  de	  opfølgende	  interviews:	  
	  
Jeg	  synes	  det	  var	  godt,	  for	  jeg	  følte,	  at	  jeg	  fik	  en	  yderligere	  chance	  for	  at	  blive	  bedre	  til	  
det,	  jeg	  virkelig	  ikke	  kunne	  forstå,	  og	  det	  følte	  jeg	  også,	  at	  jeg	  fik	  en	  bedre	  forståelse	  af	  -­‐	  
helt	  klart.	  (Maren,	  begrebsforståelse)	  
	  
Jeg	  kan	  mærke,	  når	  jeg	  laver	  afleveringer,	  jeg	  har	  fået	  nogle	  værktøjer	  til	  at	  løse	  dem,	  jeg	  
tænker	  lidt	  anderledes,	  end	  jeg	  gjorde	  før.	  (Sigrid,	  modellering)	  
	  
Før	  var	  jeg	  en	  af	  dem,	  der	  havde	  sværest	  ved	  at	  huske	  formler	  og	  især	  ved	  tests,	  fordi	  jeg	  
nemt	  gik	  blackout,	  sådan	  at	  jeg	  slet	  ikke	  ved,	  hvad	  jeg	  skal	  gøre	  her.	  De	  andre	  tog	  det	  
sådan	  lidt	  mere	  roligt	  og	  kiggede	  på	  det,	  og	  det	  syntes	  jeg,	  at	  jeg	  er	  blevet	  bedre	  til,	  
sådan	  at	  jeg	  er	  kommet	  lidt	  mere	  med.	  (Sigrid,	  modellering).	  
	  
Desuden	  giver	  de	  udtryk	  for,	  at	  de	  kan	  mærke	  en	  positiv	  effekt	  i	  forhold	  til	  matematikfaget,	  men	  også	  i	  
andre	  fag.	  De	  føler	  sig	  bedre	  rustet	  til	  at	  stille	  spørgsmål	  og	  bidrage	  til	  faglig	  dialog	  i	  undervisningen,	  samt	  
at	  deres	  motivation	  til	  at	  forstå	  fagene	  er	  blevet	  betydeligt	  forøget,	  og	  eleverne	  er	  mere	  bevidste	  om,	  at	  de	  
har	  en	  logisk	  tilgang	  til	  opgaverne	  efter	  forløbet:	  
	  
Jeg	  begyndte	  i	  hvert	  fald	  at	  tænke	  på	  en	  anderledes	  måde,	  altså	  det	  blev	  sådan	  lidt	  mere	  
logisk	  nogle	  gange	  hvor	  det	  var	  mere	  indviklet	  før.	  (Kristina,	  ræsonnementer)	  
	  
De	  opgaver,	  hvor	  der	  er	  en	  lang	  formulering,	  der	  kunne	  jeg	  godt	  før	  blive	  forvirret	  over	  
det,	  og	  nu	  har	  lidt	  mere	  nemmere	  ved	  det.	  Det	  er	  lidt	  nemmere	  at	  overskue,	  hvad	  det	  er,	  
så	  jeg	  kan	  se,	  hvad	  der	  er	  vigtigt.(Sigrid,	  modellering)	  
	  
Der	  går	  lidt	  længere	  tid,	  inden	  jeg	  får	  det	  der	  panikmoment,	  hvor	  jeg	  tænker	  ”det	  her	  det	  
kan	  jeg	  ikke	  finde	  ud	  af”…nu	  tænker	  jeg	  lidt	  mere…logisk,	  og	  tager	  det	  lidt	  mere	  
roligt.(Sigrid,	  modellering)	  
	  
Jeg	  kigger	  mere	  på	  det	  sådan…	  at	  få	  mere	  struktur	  på	  det	  og	  se	  på	  opgaven	  først	  og	  så	  se	  
det	  med	  lidt	  mere	  matematiske	  briller.	  Jeg	  har	  fået	  et	  mere	  køligt	  overblik	  over	  
opgaverne.	  (Maria,	  modellering)	  
	  
Vi	  har	  igennem	  interventionerne	  været	  bevidste	  om	  didaktiske	  miljøer,	  og	  vi	  har	  fokuseret	  på	  at	  lade	  
eleverne	  arbejde	  selvstændigt,	  uanset	  om	  de	  var	  på	  rette	  spor	  eller	  ej.	  Eleverne	  har	  dermed	  gentagende	  
gange	  oplevet,	  at	  de	  har	  lavet	  fejl,	  og	  at	  de	  efterfølgende	  selv	  har	  skullet	  finde	  frem	  til,	  hvori	  fejlene	  bestået	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
5	  De	  tre	  sluttests	  findes	  i	  rapportens	  bilag	  
xi	  
	  
uden	  lærerens	  indgriben.	  Hvordan	  eleverne	  har	  opfattet	  dette	  brud	  på	  den	  didaktiske	  kontrakt	  mellem	  
elever	  og	  lærer,	  har	  de	  følgende	  kommentarer	  til:	  
	  
Ja,	  jeg	  tror,	  at	  man	  lærer	  af	  sine	  fejl	  så,	  og	  man	  kan	  se,	  hvad	  det	  egentlig	  var,	  der	  gik	  galt.	  
Også	  det,	  at	  når	  det	  gik	  galt,	  så	  fik	  man	  bare	  nogle	  få	  hints	  til,	  hvad	  det	  var,	  det	  kunne	  
jeg	  godt	  lide	  (Maria,	  modellering)	  	  
Det	  synes	  jeg	  var	  godt,	  så	  jeg	  selv	  fik	  chancen	  for	  selv	  at	  finde	  ud	  af	  hvordan	  man	  skulle	  
gøre,	  også	  det	  med	  selv	  at	  skulle	  bruge	  hovedet.(Maren,	  begrebsforståelse)	  	  
Ja,	  det	  tror	  jeg,	  fordi	  så	  har	  man	  selv	  sagt	  det.	  Det	  tror	  jeg	  gør	  meget	  …for	  det	  er	  det,	  der	  
gør,	  at	  man	  husker	  det	  når	  man	  bliver	  sådan	  lidt	  irriteret.(Kristina,	  ræsonnementer)	  
	  
Eleverne	  har	  ikke	  syntes,	  at	  det	  var	  noget	  problem,	  at	  de	  opgaver	  og	  emner,	  de	  mødte	  i	  interventionen,	  
ikke	  var	  en	  del	  af	  den	  daglige	  matematikundervisning,	  herunder	  afleveringsopgaver	  eller	  hjemmeopgaver	  
fra	  den	  daglige	  undervisning.	  
	  
Også	  i	  rapporten	  er	  der	  påvist,	  at	  alle	  de	  medvirkende	  elever	  har	  opnået	  en	  positiv	  kompetenceudvikling	  i	  
større	  eller	  mindre	  grad.	  Den	  mest	  markante	  udvikling	  ser	  vi	  på	  eleverne	  fra	  1.	  semester,	  Regner	  og	  Maren.	  	  
Maren	  udtrykker,	  at	  hun	  oplevede	  en	  meget	  stor	  øget	  selvtillid,	  der	  gjorde,	  at	  hun	  klarede	  sig	  markant	  
bedre	  end	  forventet	  ved	  matematikeksamen	  efter	  1.	  hf.	  Især	  var	  den	  mundtlige	  eksamen	  dokumentation	  
for	  hendes	  udvikling,	  idet	  hun	  var	  meget	  præcis	  og	  struktureret,	  anvendte	  relevante	  faglige	  begreber	  og	  
symboler,	  og	  i	  helhed	  blev	  hendes	  præstation	  bedømt	  til	  karakteren	  10,	  som	  hverken	  hun	  eller	  
matematiklæreren	  havde	  turdet	  håbe	  på	  fra	  skoleårets	  start.	  	  
Igennem	  det	  resterende	  skoleår	  fortsatte	  Regner	  også	  sin	  udvikling	  og	  afsluttede	  matematikfaget	  med	  10	  
til	  den	  skriftlige	  eksamen	  efter	  1.	  hf.	  Vi	  ser	  i	  Regners	  besvarelse	  fra	  eksamen,	  at	  han	  bruger	  formler	  i	  mange	  
af	  opgaverne	  og	  kan	  opstille	  ligninger,	  der	  løses	  ved	  hjælp	  af	  CAS-­‐værktøj,	  og	  han	  kan	  opskrive	  en	  
konklusion	  på	  opgavens	  spørgsmål	  i	  naturligt	  sprog.	  	  
Det	  følgende	  eksempel	  er	  illustrativt	  for	  de	  fleste	  af	  Regners	  opgavebesvarelser	  i	  eksamenssættet(se	  Figur	  
1)	  	  
	  
	  
FIGUR	  1	  REGNERS	  BESVARELSE	  AF	  OPGAVE	  2A	  I	  EKSAMENSSÆTTET	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Opgave 6 
 
Cherokee flyvemaskine. Foto: Wikipedia.org 
 
I bjergegne skal flyvemaskiner bruge en længere startbane for at kunne lette i den tynde 
luft.  
Tabellen viser sammenhængen mellem højde over havet og længden af startbanen for en 
Cherokee flyvemaskine. 
 
Højde (tusind fod) 0 4 
Længde (meter) 255 369 
 
Sammenhængen kan beskrives ved en model af formen 
   xy b a= ⋅  , 
hvor y er længden af startbanen målt i meter, og x er højden over havet målt i tusind fod. 
 a) Bestem tallene a og b.  
 b) Gør rede for, hvad tallene a og b fortæller om sammenhængen. 
 c) Bestem fordoblingskonstanten. 
 
Kilde: langleyflyingschool.com 
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FIGUR	  2	  REGNERS	  BESVARELSE	  AF	  OPGAVE	  2B	  I	  EKSAMENSOPGAVEN	  
	  
Vi	  ser	  dog	  i	  besvarelsen,	  at	  Regner	  stadig	  har	  vanskeligheder	  med	  symbolernes	  placering,	  idet	  han	  skriver	  
indeks	  som	  eksponenter,	  hvilket	  kunne	  give	  problemer	  i	  løsningen	  af	  opgaven,	  men	  Regner	  kan	  godt	  
anvende	  formlen,	  så	  den	  forkerte	  placering	  af	  indekset	  påvirker	  ikke	  problemløsningen	  for	  Regner.	  Dette	  
kan	  illustreres	  ved	  følgende	  udsnit	  fra	  Regners	  besvarelse	  af	  en	  opgave	  som	  omhandler	  eksponential	  vækst	  
(se	  Figur	  3).	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
FIGUR	  3	  REGNER	  PLACERER	  INDEKS	  FORKERT	  
	  
At	  netop	  disse	  elever	  oplever	  en	  stor	  udvikling,	  kan	  forklares	  ved,	  at	  de	  fra	  start	  var	  fagligt	  meget	  svage,	  
med	  vanskeligheder	  med	  nogle	  af	  de	  grundlæggende	  matematiske	  begreber.	  De	  elever,	  vi	  arbejdede	  med	  i	  
de	  to	  andre	  projekter,	  var	  i	  starten	  af	  forløbet	  fagligt	  stærkere	  og	  havde	  færre	  vanskeligheder	  med	  
grundlæggende	  begreber	  og	  færdigheder.	  Disse	  elevers	  udvikling	  var	  derfor	  ikke	  helt	  så	  tydelig,	  da	  
interventionen	  strakte	  sig	  over	  en	  forholdsvis	  kort	  periode.	  
	  
Alle	  de	  deltagende	  elever	  synes,	  at	  deres	  forløb	  har	  været	  ganske	  passende	  i	  omfang,	  udstrækning	  og	  
placering.	  De	  enkelte	  forløb	  har	  i	  en	  vis	  grad	  været	  forskellige	  i	  omfang,	  idet	  det	  afholdte	  antal	  
interventionssessioner	  har	  varieret	  over	  de	  tre	  forløb.	  	  
 Vores	  eget	  udbytte	  0.5
De	  teorier,	  vi	  har	  læst	  igennem	  uddannelsen,	  har	  været	  medvirkende	  til,	  at	  vi	  har	  fået	  et	  begrebsapparat	  og	  
redskaber	  at	  arbejde	  med,	  som	  kan	  forklare	  nogle	  af	  de	  oplevelser,	  vi	  har	  fra	  vores	  egen	  
undervisningspraksis.	  Fx	  kan	  vi	  nu	  se,	  at	  vi	  gennem	  vores	  undervisning	  er	  stødt	  på	  talrige	  situationer,	  hvor	  
elever	  har	  en	  instrumentel	  forståelse	  af	  de	  grundlæggende	  matematiske	  begreber.	  Via	  vores	  nye	  viden	  kan	  
vi	  se	  konsekvenserne	  af,	  at	  vi	  i	  høj	  grad	  har	  forsøgt	  at	  undervise	  relationelt,	  mens	  eleverne	  efterlyste	  en	  
mere	  instrumentel	  undervisning.	  Denne	  konflikt	  har	  gjort,	  at	  disse	  elever	  har	  haft	  vanskeligt	  ved	  at	  lære	  det	  
ønskede.	  Først	  ved	  en	  ændring	  af	  elevernes	  tilgang	  kan	  der	  ske	  en	  forbedring	  af	  deres	  matematikforståelse.	  
De	  forskningsbaserede	  resultater	  fremhæver	  fordele	  og	  ulemper	  ved	  de	  forskellige	  tilgange,	  og	  på	  denne	  
baggrund	  kan	  vi	  bevidst	  vælge,	  i	  hvilket	  omfang,	  og	  i	  forhold	  til	  hvilke	  emneområder,	  det	  er	  bedst	  at	  
benytte	  en	  bestemt	  tilgang.	  	  
xiii	  
	  
	  
Fælles	  for	  empirien	  inden	  for	  de	  tre	  emner	  er,	  at	  interventionsopgavernes	  kompleksitetsgrad	  er	  ret	  lav	  i	  
forhold	  til	  de	  kompetencer,	  gymnasieeleverne	  skal	  være	  i	  besiddelse	  af.	  
Her	  har	  vi	  foretaget	  et	  bevidst	  valg,	  fordi	  det	  er	  meget	  nemmere	  at	  tydeliggøre,	  hvilke	  aspekter	  vi	  
observerer	  og	  analyserer,	  og	  det	  er	  nemmere	  at	  måle	  på	  elevernes	  udvikling	  af	  de	  kompetencer,	  vi	  har	  haft	  
i	  sigte.	  Desuden	  passer	  de	  bedre	  til	  den	  begrænsede	  tidsramme	  uddannelsen	  har.	  
Men	  vores	  arbejde	  med	  de	  tre	  emner	  har	  givet	  os	  redskaber	  og	  mod	  på	  at	  undersøge	  mulighederne	  for	  at	  
mindske	  elevernes	  vanskeligheder	  inden	  for	  nye	  emner.	  Som	  matematikvejledere	  ønsker	  vi	  også	  at	  
intervenere	  på	  vanskeligheder,	  som	  er	  mere	  komplekse,	  og	  vanskeligheder	  i	  forbindelse	  med	  emner,	  der	  
studeres	  på	  et	  højere	  niveau,	  og	  som	  forudsætter	  et	  højere	  abstraktionsniveau.	  Vi	  ønsker	  fremover	  at	  
arbejde	  med	  flere	  elevtyper	  i	  forhold	  til	  det,	  vi	  har	  beskæftiget	  os	  med	  under	  uddannelsen.	  
I	  fremtiden	  vil	  vi	  typisk	  arbejde	  med	  at	  detektere	  elever	  med	  matematikvanskeligheder	  blandt	  ca.	  500	  -­‐	  600	  
stx	  og	  hf	  elever	  på	  hvert	  vores	  gymnasium.	  Når	  ressourcerne	  er	  begrænsede,	  og	  elevantallet	  er	  så	  stort,	  er	  
det	  yderst	  vigtigt	  at	  være	  meget	  præcise,	  effektive	  og	  at	  sætte	  en	  udvikling	  i	  gang,	  som	  eleverne	  selv	  kan	  
fortsætte	  uden,	  eller	  med	  begrænset	  hjælp,	  ud	  over	  den	  almindelige	  undervisnings	  rammer.	  
	  
Det	  har	  vist	  sig	  at	  være	  en	  stor	  fordel	  at	  have	  indsigt	  i	  elevernes	  faglige	  niveau,	  bevisskemaer	  og	  den	  
didaktiske	  kontrakt	  for	  at	  kunne	  designe	  et	  effektivt	  interventionsforløb.	  Hvis	  man	  har	  kendskab	  til	  flere	  
faktorer,	  der	  kan	  påvirke	  elevens	  læring	  og	  tilgang	  til	  læring,	  er	  det	  muligt	  at	  tage	  disse	  med	  i	  
overvejelserne	  i	  forbindelse	  med	  planlægningen	  af	  et	  interventionsforløb	  eller	  evt	  at	  finde	  en	  forklaring	  på	  
elevernes	  forståelse	  og	  forhold	  til	  matematik	  (lærer,	  fag,	  samfund,	  undervisningssystem).	  
Elever	  med	  matematikvanskeligheder	  har	  højst	  sandsynligt	  vanskeligheder	  på	  forskellige	  planer.	  
Gymnasieeleverne	  har	  arbejdet	  med	  matematikfaget	  gennem	  flere	  år	  indenfor	  forskellige	  områder.	  En	  
snublesten	  med	  ét	  begreb	  kan	  spænde	  ben	  for	  forståelsen	  af	  andre	  begreber,	  således	  at	  eleverne	  højst	  
sandsynligt	  i	  løbet	  af	  årene	  har	  fået	  flere	  vanskeligheder,	  så	  når	  vi	  kommer	  i	  kontakt	  med	  dem,	  skal	  vi	  være	  
parate	  til	  at	  opdage	  mangfoldige	  snublesten.	  	  
Vi	  er	  igennem	  uddannelsen	  blevet	  mere	  bevidste	  om	  vores	  egen	  tilgang	  til	  undervisningen	  og	  vores	  ageren	  i	  
forhold	  til	  eleverne.	  Herunder	  har	  vi	  skærpet	  vores	  opmærksomhed	  omkring	  elevernes	  besvarelse,	  aktivitet	  
og	  reaktion,	  og	  vi	  forholder	  os	  nu	  mere	  analyserende	  og	  reflekterende	  til	  deres	  svar.	  Vi	  kan	  ikke	  se	  bort	  fra	  
teorierne,	  når	  vi	  evaluerer	  elevernes	  besvarelser,	  og	  vi	  forsøger	  at	  finde	  årsagerne	  til	  deres	  svar.	  	  
Når	  vi	  møder	  en	  elev	  i	  tredje	  årgang	  på	  gymnasiet,	  der	  har	  vanskeligheder	  med	  at	  omskrive	  en	  
hyperbelligning	  på	  formen   !!!! !!! + !!!! !!! = 1,	  kan	  vi	  meget	  nemmere	  finde	  årsagen	  til	  hans	  problemer.	  
Problemet	  består	  ikke	  i,	  at	  han	  ikke	  kan	  identificere	  en	  hyperbelligning,	  men	  han	  har	  svært	  ved	  at	  håndtere	  
algebraiske	  udtryk;	  igen	  kan	  vi	  endnu	  mere	  præcist	  lokalisere,	  hvad	  ved	  de	  algebraiske	  udtryk	  der	  blokerer	  
for	  ham	  -­‐	  hans	  forståelse	  af	  kvadratsætningen	  er	  på	  et	  meget	  lavt	  niveau.	  Udvalget	  af	  relevante	  opgaver	  
hertil	  har	  en	  stor	  indflydelse	  på,	  hvor	  hurtigt	  eleven	  kommer	  over	  disse	  vanskeligheder.	  Det	  er	  ikke	  nok,	  at	  
han	  skal	  omskrive	  flere	  hyperbelligninger.	  Han	  skal	  arbejde	  med	  algebraiske	  udtryk,	  som	  kræver	  
omskrivning	  ved	  kvadratkomplettering	  (𝑥! − 2𝑏𝑥 = 𝑥 − 𝑏 ! − 𝑏!).	  	  
Det	  er	  blevet	  nemmere	  at	  identificere	  misforståelser	  og	  intervenere	  løbende	  med	  tilpassede	  eksempler	  og	  
opgaver.	  Desuden	  kan	  vi	  opnå	  et	  mere	  kvalificeret	  samarbejde	  med	  kolleger,	  som	  underviser	  eleven	  i	  de	  
fag,	  hvor	  matematik	  er	  et	  centralt	  redskab,	  fx	  naturvidenskabelige	  fag	  og	  samfundsfag.	  
	  
Efter	  vi	  har	  testet	  et	  stort	  antal	  elever	  (214	  i	  alt	  over	  de	  tre	  semestre),	  er	  vi	  ikke	  længere	  overraskede	  over,	  
hvis	  vi	  ikke	  fra	  starten	  kan	  diagnosticere	  eleverne.	  Vi	  kan	  ikke	  forvente	  at	  stille	  en	  skarp	  diagnose	  fra	  starten	  
–	  det	  kræver	  flere	  tests,	  spørgsmål	  eller	  interviews,	  men	  vi	  har	  lært,	  hvilke	  tegn	  vi	  skal	  være	  
opmærksomme	  på	  under	  interventionen,	  og	  hvordan	  vi	  skal	  agere	  i	  bestemte	  situationer.	  Vi	  kan	  lettere	  
analysere	  tegnene	  og	  komme	  med	  brugbare	  matematiske	  situationer	  under	  vejledningen.	  
	  
Holdbare	  positive	  forandringer	  tager	  tid	  jf	  Sfard.	  Vi	  oplever,	  at	  eleverne	  er	  tilbøjelige	  til	  at	  vende	  tilbage	  til	  
de	  gamle	  mønstre,	  og	  det	  er	  derfor	  nødvendigt	  at	  vedligeholde	  de	  opnåede	  forbedringer	  for	  at	  fastholde	  
udviklingen	  for	  eleverne.	  Hvis	  man	  implanterer	  metalæringen	  hos	  eleverne,	  er	  de	  selvhjulpne	  et	  godt	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stykke	  vej.	  De	  skal	  kunne	  forholde	  sig	  reflekterende	  i	  forhold	  til	  deres	  egne	  vaskeligheder.	  Her	  vil	  dannelsen	  
af	  bestemte	  sociomatematiske	  normer	  spiller	  en	  væsentlige	  rolle.	  
	  
 Det	  fremtidige	  arbejde	  0.6
I	  det	  fremtidige	  arbejde	  vil	  det	  ikke	  altid	  være	  muligt	  at	  gennemføre	  et	  forløb	  på	  samme	  vis,	  som	  vi	  har	  
gjort	  i	  forbindelse	  med	  uddannelsen.	  I	  nogle	  situationer	  vil	  det	  selvfølgelig	  være	  muligt	  at	  teste	  hele	  klasser	  
–	  dette	  vil	  være	  mest	  hensigtsmæssigt	  at	  foretage,	  når	  eleverne	  starter	  på	  deres	  gymnasiale	  uddannelse	  på	  
vore	  gymnasier.	  Det	  er	  en	  lovmæssig	  forpligtigelse	  for	  skolen	  at	  screene	  hf	  eleverne	  i	  matematik	  i	  
forbindelse	  med	  deres	  optagelse	  på	  uddannelsen.	  Eleverne	  screenes	  ofte	  med	  en	  test,	  der	  passer	  med	  de	  
grundlæggende	  færdigheder,	  som	  de	  skal	  mestre	  efter	  grundskolens	  9.	  år.	  Det	  vil	  være	  meget	  givende,	  at	  
testen	  også	  skal	  indeholde	  spørgsmål,	  der	  evaluerer	  de	  grundlæggende	  kompetencer,	  eleverne	  skal	  være	  i	  
besiddelse	  af.	  Detektionstest1	  vil	  være	  en	  god	  inspiration	  til	  opbygning	  af	  en	  screeningstest	  til	  dette	  formål.	  
Denne	  type	  test	  vil	  være	  oplagt	  også	  at	  udføre	  i	  stx-­‐klasserne	  for	  derigennem	  at	  finde	  de	  elever,	  der	  møder	  
op	  med	  så	  store	  matematikvanskeligheder,	  at	  de	  får	  meget	  svært	  ved	  at	  gennemføre	  gymnasiets	  
matematikundervisning	  med	  en	  bestået	  karakter.	  Resultaterne	  af	  en	  sådan	  test	  vil	  yderligere	  være	  et	  
redskab	  for	  de	  enkelte	  matematiklærere	  til	  at	  tilpasse	  deres	  undervisning	  til	  elevernes	  indgangsniveau	  for	  
at	  lette	  overgangen	  fra	  grundskole	  til	  gymnasial	  uddannelse.	  Det	  vil	  være	  oplagt,	  at	  det	  er	  klassens	  egen	  
lærer,	  der	  afvikler	  testen	  og	  efterfølgende	  får	  en	  respons	  på	  klassens	  resultater.	  Matematikvejlederen	  skal	  
ud	  fra	  en	  analyse	  af	  besvarelserne	  tage	  stilling	  til,	  hvilke	  elever	  der	  skal	  tilbydes	  et	  interventionsforløb	  med	  
henblik	  på	  at	  afhjælpe	  deres	  matematikvanskeligheder.	  Her	  spiller	  samarbejdet	  mellem	  
matematikvejlederen	  og	  de	  øvrige	  matematiklærere	  en	  væsentlig	  rolle	  i	  forhold	  til	  en	  frugtbar	  vejledning.	  
Det	  er	  vigtigt,	  at	  vi	  holder	  fast	  i,	  at	  diagnosticeringsfasen	  har	  en	  stor	  betydning	  for	  interventionens	  effekt,	  
og	  at	  der	  derfor	  skal	  afsættes	  tilstrækkelig	  tid	  til	  denne	  fase.	  	  	  
En	  intervention	  med	  mange	  elever	  kan	  være	  nødvendig	  at	  gennemføre	  i	  mindre	  grupper	  frem	  for	  
individuelt.	  Vi	  ville	  her	  kunne	  gøre	  brug	  af	  vores	  erfaringer	  og	  overvejelser	  i	  forbindelse	  med	  
klasserumsintervention.	  
At	  gennemføre	  en	  detektionstest	  i	  en	  klasse	  giver	  muligheden	  for	  at	  måle	  eleverne	  i	  forhold	  til	  hinanden.	  
Hvis	  der	  er	  enkelte	  elever,	  der	  udviser	  særlige	  vanskeligheder	  i	  forhold	  til	  resten	  af	  klassen,	  vil	  man	  kunne	  
intervenere	  i	  forhold	  til	  disse,	  men	  hvis	  det	  viser	  sig,	  at	  mange	  elever	  udviser	  de	  samme	  vanskeligheder,	  
kan	  man	  med	  fordel	  gennemføre	  klasserumsbaserede	  interventioner	  evt.	  sammen	  med	  klassens	  egen	  
lærer,	  for	  at	  mindske	  de	  vanskeligheder	  eleverne	  har.	  
Som	  matematikvejledere	  vil	  vi	  også	  komme	  til	  at	  møde	  elever,	  som	  selv	  henvender	  sig	  eller	  henvises	  af	  
deres	  respektive	  matematiklærere,	  der	  har	  opdaget,	  at	  eleverne	  har	  nogle	  matematikvanskeligheder.	  Det	  
er	  ikke	  sandsynligt,	  at	  elever	  eller	  lærere	  som	  udgangspunkt	  har	  en	  idé	  om,	  hvori	  problemerne	  består,	  og	  
det	  kan	  være	  en	  stor	  opgave	  at	  detektere	  præcist,	  hvilke	  vanskeligheder	  den	  enkelte	  elev	  har.	  Vi	  har	  
oplevet,	  at	  en	  detektionstest	  godt	  kan	  vise	  ét	  billede,	  men	  at	  det	  langt	  fra	  er	  sikkert,	  at	  man	  har	  fundet	  helt	  
ind	  til	  kernen	  af	  problemet,	  når	  man	  har	  analyseret	  på	  resultaterne	  af	  testen.	  Det	  er	  væsentligt,	  at	  vi	  til	  
stadighed	  forsøger	  at	  finde	  ind	  til	  en	  skarpere	  diagnose	  undervejs	  i	  arbejdet	  med	  eleverne	  for	  ikke	  at	  spilde	  
for	  mange	  kræfter	  og	  ressourcer	  på	  at	  afhjælpe	  vanskeligheder,	  som	  dækker	  over	  dybere	  vanskeligheder	  
eller	  vanskeligheder	  med	  andre	  områder.	  Et	  eksempel	  på	  dette	  er	  eleverne	  Maria	  og	  Sigrid,	  der	  
tilsyneladende	  havde	  vanskeligheder	  med	  modelleringskompetencen,	  men	  hvor	  det	  viste	  sig,	  at	  deres	  
snublesten	  lå	  i	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen,	  der	  således	  blokerede	  for	  udvikling	  af	  
modelleringskompetencen.	  
Denne	  problemstilling	  vil	  vi	  uundgåeligt	  komme	  ud	  for	  i	  vores	  fremtidige	  virke,	  og	  det	  er	  vigtigt,	  at	  vi	  hurtigt	  
kan	  omstille	  interventionen,	  hvis	  vi	  finder	  andre	  vanskeligheder	  end	  de	  først	  antagne.	  	  	  
Når	  der	  skal	  arbejdes	  med	  enkelt-­‐elever,	  der	  henvender	  sig	  på	  denne	  måde,	  vil	  det	  ikke	  være	  muligt	  at	  
sammenligne	  elevens	  testresultater	  med	  den	  resterende	  klasses,	  fordi	  det	  vil	  være	  et	  for	  stort	  arbejde	  og	  
uhensigtsmæssigt	  i	  forhold	  til	  kolleger	  og	  elever,	  der	  ikke	  ønsker	  intervention.	  I	  en	  sådan	  situation	  er	  vi	  som	  
matematikvejledere	  nødt	  til	  at	  stole	  på	  vores	  egen	  erfaringer	  med,	  hvor	  eleverne	  burde	  befinde	  sig	  fagligt	  
på	  et	  givet	  tidspunkt.	  Vi	  vil	  kunne	  diagnosticere	  elevens	  vanskeligheder	  ud	  fra	  en	  skriftlig	  test	  og	  en	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efterfølgende	  samtale	  om	  opgaverne	  for	  derigennem	  at	  diagnosticere	  elevens	  vanskeligheder	  og	  tilpasse	  
den	  efterfølgende	  intervention.	  
	  
En	  intervention	  af	  den	  ene	  eller	  anden	  art	  vil	  i	  fremtiden	  ikke	  nødvendigvis	  blive	  fulgt	  op	  med	  en	  sluttest	  og	  
slutinterview.	  Der	  kan	  dog	  være	  flere	  grunde	  til	  at	  dokumentere	  elevernes	  udvikling	  og	  interventionens	  
effekt.	  Vi	  finder	  det	  som	  vores	  forpligtigelse	  som	  matematikvejledere	  at	  komme	  med	  en	  kvalificeret	  
feedback	  til	  eleverne	  om	  deres	  udvikling.	  Denne	  feedback	  vil	  også	  i	  flere	  tilfælde	  være	  relevant	  for	  elevens	  
respektive	  matematiklærer	  og	  for	  os	  som	  matematikvejledere.	  Vi	  vil	  derigennem	  kunne	  dokumentere	  og	  
begrunde	  vores	  virke	  som	  vejledere	  fx	  overfor	  skolens	  administration.	  
	  
Interventionernes	  varighed	  kan	  være	  forskellig	  i	  forhold	  til,	  om	  der	  interveneres	  individuelt,	  i	  grupper	  eller	  i	  
klasserum,	  og	  i	  forhold	  til	  vanskelighedernes	  art.	  Da	  forløbene	  skal	  tilpasses	  forskellige	  elever	  og	  
situationer,	  vil	  det	  være	  en	  styrke	  for	  os	  som	  matematikvejledere,	  hvis	  vi	  selv	  kan	  disponere	  over	  
interventionsforløbenes	  rammer.	  	  
Eleverne,	  lærerne,	  matematikvejlederen	  og	  ledelsen	  er	  alle	  vigtige	  aktører,	  der	  har	  indflydelse	  på,	  om	  
matematikvejledningen	  bliver	  en	  succes.	  Dermed	  er	  det	  essentielt,	  at	  der	  er	  klare	  rammer	  for	  
matematikvejledningen,	  og	  at	  matematikvejledning	  er	  central	  i	  forhold	  til	  skolens	  målsætning	  og	  strategi.	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1 Matematikvanskeligheder	  i	  forhold	  til	  begreber	  og	  
begrebsdannelse	  
	  
 Indledning	  1.1
Vi	  har	  valgt	  i	  forbindelse	  med	  emnet	  Begreber	  og	  begrebsforståelse,	  at	  fokusere	  på	  algebraiske	  ligninger	  og	  
ligningsløsning,	  da	  der	  er	  tale	  om	  et	  centralt	  begreb	  i	  gymnasiets	  matematik	  på	  alle	  niveauer,	  samt	  at	  det	  er	  
et	  hyppigt	  anvendt	  og	  nødvendigt	  redskab	  inden	  for	  de	  naturvidenskabelige	  fag.	  Ydermere	  viser	  vore	  egne	  
erfaringer,	  at	  der	  er	  flere	  dygtige	  elever,	  der	  har	  vanskeligheder	  i	  forbindelse	  med	  anvendelsen	  af	  ligninger.	  	  
At	  lære	  at	  løse	  ligninger	  indebærer	  komplekse	  kognitive	  processer	  og	  besiddelsen	  af	  flere	  kompetencer.	  
Mangel	  på	  nogle	  af	  disse	  kompetencer	  fører	  til	  at	  eleverne	  får	  vanskeligheder,	  som	  viser	  sig	  i	  forskellige	  
sammenhænge.	  Det	  er	  vigtigt	  at	  vi	  identificerer	  årsagen	  til	  den	  enkelte	  elevs	  vanskeligheder,	  som	  kan	  
danne	  grundlag	  for	  planlægningen	  af	  et	  interventionsprogram.	  	  
	  
Vores	  population	  er	  hf-­‐klasser	  med	  et	  generelt	  lavt	  matematisk	  forståelsesniveau.	  De	  teorier	  vi	  har	  valgt	  at	  
gennemgå	  i	  dette	  projekt,	  kan	  anvendes	  og	  efterprøves	  på	  et	  meget	  bredt	  elevspektrum.	  Man	  kan	  godt	  
vælge	  at	  arbejde	  med	  elever	  som	  befinder	  sig	  på	  et	  højere	  forståelsesniveau,	  og	  følge	  deres	  
forståelsesudvikling	  hen	  til	  et	  højere	  abstraktionsniveau.	  Når	  vi	  vælger	  at	  arbejde	  med	  elever	  som	  ligger	  
blandt	  de	  svageste	  i	  klasserne,	  er	  det	  fordi	  det	  er	  nemmere	  at	  opnå	  en	  målbar	  udvikling,	  og	  det	  er	  nemmere	  
at	  sammenholde	  deres	  resultater	  med	  klassens.	  Det	  ville	  ikke	  være	  relevant	  at	  arbejde	  med	  to	  af	  de	  bedste	  
elever	  og	  derefter	  sammenligne	  deres	  besvarelser	  med	  klassens.	  De	  dygtige	  elever	  vil	  alligevel	  opnå	  en	  
dybere	  forståelse	  med	  eller	  uden	  vores	  intervention,	  og	  vi	  ville	  ikke	  kunne	  måle	  interventionens	  effekt	  i	  
forhold	  til	  kontrolgruppen.	  Der	  ville	  det	  være	  nødvendigt	  med	  andre	  kontrolparametre.	  	  	  
Vi	  har	  en	  formodning	  om,	  at	  nogle	  elementer	  i	  symbol-­‐og	  formalismekompetencen	  spiller	  en	  central	  rolle	  i	  
elevernes	  begrebsdannelse	  i	  forhold	  til	  ligninger	  og	  ligningsløsning.	  Vi	  finder	  det	  interessant,	  at	  identificere	  
hvilke	  elementer	  der	  her	  er	  tale	  om	  og	  i	  hvilken	  grad	  de	  har	  indflydelse	  på	  elevernes	  vanskeligheder	  med	  og	  
dannelsen	  af	  begrebsforståelsen,	  for	  at	  kunne	  tilrettelægge	  en	  intervention,	  der	  kan	  mindske	  disse	  
vanskeligheder.	  I	  næste	  afsnit	  præsenterer	  vi	  den	  problemformulering,	  der	  koncentrerer	  disse	  spørgsmål	  og	  
som	  vi	  vil	  besvare	  i	  dette	  kapitel.	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 Problemformulering	  1.2
I  hvilket  omfang  kan  vanskeligheder  i  forhold  til  symbol-­‐  og  formalismekompetencen  påvirke  elevernes  forståelse  
af  ligningsbegrebet?  
Hvilke  elementer  inden  for  symbol-­‐  og  formalismekompetencen  blokerer  for  manipulationen  af  algebraiske  
udtryk  i  forhold  til  ligningsbegrebet?  
I  hvilket  omfang  kan  et  målrettet  interventionsprogram  afhjælpe  vanskeligheder  med  manipulation  af  
algebraiske  udtryk,  og  i  hvilket  omfang  har  et  sådant  interventionsprogram  effekt  på  forståelsen  af  
ligningsbegrebet?    
  
Udfoldning	  af	  problemformulering	  
I	  projektet	  arbejder	  vi	  med	  elevernes	  forståelse	  af	  ligningsbegrebet,	  som	  vi	  her	  i	  opgaven	  definerer	  som	  
det,	  at	  vide	  hvad	  en	  ligning	  er,	  samt	  hvordan	  man	  løser	  en	  ligning	  og	  hvornår	  en	  ligning	  er	  løst.	  Dette	  
indbefatter	  også	  ligninger,	  der	  har	  ingen	  eller	  flere	  løsninger.	  
I	  projektet	  definerer	  vi	  en	  ligning	  til	  at	  være	  “en	  formel,	  der	  udtrykker,	  at	  to	  størrelser	  er	  ens”	  som	  stammer	  
fra	  Den	  Store	  Danske6.	  
I	  forbindelse	  med	  ligningsbegrebet	  spiller	  symboler	  en	  central	  rolle	  hvorfor	  vi	  arbejder	  med	  symbol-­‐	  og	  
formalismekompetencen,	  som	  nærmere	  defineres	  i	  afsnittet	  om	  Kompetencerapporten	  (KOM-­‐
rapporten(Niss,	  2002))	  (se	  afsnittet	  Kompetencer,	  side	  5).	  
	  
Interventionsprogrammet	  vi	  har	  gennemført	  er	  nærmere	  beskrevet	  i	  afsnittet	  Interventionsprogram(side	  
27),	  hvor	  vi	  forklarer	  hvordan	  vi	  har	  struktureret	  en	  intervention	  for	  to	  udvalgte	  elever	  med	  henblik	  på	  at	  
afhjælpe	  disses	  vanskeligheder.	  	  
 Teorier	  om	  begrebsforståelse	  1.3
Forståelse	  kan	  betyde	  mange	  forskellige	  ting	  fra	  det	  trivielle	  til	  det	  komplekse.	  Forståelsen	  udvikler	  sig	  
gradvis,	  den	  bliver	  mere	  struktureret	  og	  artikuleret,	  og	  dermed	  vil	  niveauet	  af	  præcision	  og	  kompleksitet	  
vokse.	  	  
I	  projektet	  vil	  vi	  præsentere	  fire	  modeller,	  som	  beskriver	  en	  klassificering	  af	  begrebs-­‐forståelse.	  
Richard	  R.	  Skemp	  
	  
I	  Skemps	  to	  artikler	  ”Relational	  Understanding	  and	  Instrumental	  Understanding”	  (Skemp,	  1976)	  og	  ”Goals	  
of	  Learning	  and	  Qualities	  of	  Understanding”	  (Skemp,	  1979)møder	  vi	  en	  fortolkning	  af	  tre	  forskellige	  
forståelsestyper:	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● Instrumental	  forståelse:	  evnen	  til	  at	  huske	  og	  anvende	  en	  passende	  regel	  til	  at	  løse	  et	  givent	  
problem	  uden	  at	  vide	  hvorfor	  reglen	  virker.	  
● Relationel	  forståelse:	  evnen	  til	  at	  udlede	  specifikke	  regler	  eller	  procedurer	  fra	  mere	  generelle	  
matematisk	  forhold.	  
● Logisk	  forståelse:	  evnen	  til	  at	  forbinde	  matematisk	  symbolisme	  og	  notation	  med	  relevante	  
matematiske	  ideer	  og	  ud	  fra	  disse	  skabe	  logiske	  ræsonnementer.	  	  
og	  to	  former	  for	  mental	  aktivitet:	  
• Intuitiv	  aktivitet:	  spontane	  processer	  som	  ikke	  er	  bevidste.	  
• Refleksiv	  aktivitet:	  processer,	  som	  er	  bevidste.	  
	  
Der	  kan	  hermed	  opstilles	  et	  skema	  med	  forståelser	  og	  aktiviteter:	  
	   Intuitiv	  aktivitet	   Refleksiv	  aktivtiet	  
Instrumental	  forståelse	   𝐼!	   𝐼!	  
Relationel	  forståelse	   𝑅!	   𝑅!	  
Logisk	  Forståelse	   𝐿!	   𝐿!	  
FIGUR	  4	  SKEMPS	  FORSTÅELSESSKEMA	  	  
Hvor	  hver	  kategori	  kan	  beskrives	  på	  følgende	  måde:	  
	  I!  :  	   ”regler	  uden	  grund”	  f.	  eks.	  at	  flytte	  over	  med	  modsat	  fortegn	  i	  ligninger	  (mekanisk	  aritmetik).	  	  
Færdighederne	  er	  her	  ikke	  indlært	  på	  en	  måde,	  hvor	  de	  kan	  udføres	  flydende	  eller	  kan	  
overføres	  til	  et	  andre	  problemstillinger.	  
	  I!  :	  	   at	  kende	  til	  en	  bestemt	  regel	  og	  at	  kunne	  anvende	  reglen	  på	  en	  anden	  problemstilling,	  men	  
uden	  forståelse	  af	  hvorfor	  den	  generelle	  regel	  gælder	  i	  det	  nye	  tilfælde	  –	  fx	  at	  vide	  at	  
multiplikation	  og	  division	  ophæver	  hinanden,	  men	  eleven	  ved	  ikke	  hvorfor.	  Der	  er	  i	  dette	  
tilfælde	  ingen	  relationel	  forståelse.	  
Logisk	  forståelse	  bruges	  her	  til	  at	  lave	  følgeslutningen:	  hvis	  den	  ene	  regel	  er	  rigtig	  og	  den	  
anden	  regel	  er	  rigtig,	  så	  må	  resultatet	  af	  begge	  regler	  også	  være	  rigtigt.	  Dog	  har	  eleven	  i	  
dette	  tilfælde	  hverken	  relationel	  eller	  logisk	  forståelse	  af	  resultatet.	  
	  R!  :  	   intuitiv	  forståelse	  finder	  sted,	  når	  input	  direkte	  sidestilles	  med	  et	  passende	  skema,	  som	  
derved	  strukturerer	  vores	  opfattelse	  af	  problemet.	  
Intuition	  er	  ikke	  i	  sig	  selv	  ensbetydende	  med	  forståelse;	  input	  kan	  have	  aktiveret	  upassende	  
ideer,	  og	  vores	  opfattelse	  af	  problemet	  kan	  ved	  refleksion	  vise	  sig	  at	  have	  været	  forkert.	  
Intuition	  indebærer	  at	  forstå	  betydningen	  eller	  strukturen	  af	  et	  problem	  uden	  afhængighed	  
af	  ens	  analytiske	  evner.	  Det	  går	  forud	  for	  beviser.	  Det	  er	  nødvendigt	  at	  skelne	  mellem	  
intuition	  og	  indsigt.	  Fx	  når	  eleven	  har	  forstået	  ideen	  i	  balancemodellen	  (Vlassis,	  2002),	  men	  
anvender	  den	  på	  en	  forkert	  måde	  og	  eksempelvis	  ikke	  har	  forstået	  invers	  funktion.	  	  
	  R!  :  	   En	  elev,	  der	  støder	  på	  samme	  problem	  som	  i	    𝐼!,	  men	  som	  har	  relationel	  forståelse,	  vil	  måske	  
gøre	  de	  samme	  antagelser	  som	  eleven	  ovenfor,	  men	  vil	  derefter	  bevise,	  at	  reglen	  gælder	  ved	  
at	  indsætte	  reglerne	  i	  omfattende	  matematiske	  skemaer.	  Fx	  når	  eleven	  har	  forstået	  
balancemodellen	  og	  også	  forstår	  hvorfor	  den	  virker.	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  L!:  	   Logisk	  forståelse	  kan	  både	  identificeres	  som	  værende	  af	  intuitiv	  karakter	  og	  refleksiv	  
karakter.	  De	  fleste	  (over	  en	  vis	  alder)	  kan	  drage	  logiske	  slutninger	  ud	  fra	  empiri	  fra	  
dagligdagen	  fx	  “alle	  hunde	  har	  haler”)	  og	  undgå	  fejlslutninger	  i	  modeksempler	  (fx	  “alle	  hunde	  
har	  haler,	  dette	  dyr	  har	  en	  hale	  -­‐	  altså	  må	  det	  være	  en	  hund”).	  Dette	  gør	  dog	  ikke,	  at	  der	  er	  
tale	  om	  logisk	  forståelse.	  	  
Fx	  ved	  løsning	  af	  ligninger	  der	  er	  beskrevet	  ved	  en	  tekst	  hvor	  man	  forstår	  essensen	  af	  
problemet,	  men	  ikke	  kan	  opskrive	  ligningen	  symbolsk.	  
	  L!:  	   Forståelse	  af	  denne	  type	  vil	  tydeliggøres	  ved	  en	  person,	  der	  besvarer	  ovennævnte	  eksempel	  
ved	  at	  tegne	  de	  relevante	  Venn	  diagrammer7.	  	  
Et	  andet	  eksempel	  er	  Russels	  paradoks8.	  Det	  tager	  lang	  tid	  at	  opnå	  forståelse	  af	  typen	  L!,	  
men	  vi	  må	  antage,	  at	  personer	  med	  L!  forståelse	  vil	  kunne	  se,	  at	  der	  er	  noget	  galt	  i	  
paradokset.	  
Det	  er	  nødvendigt	  med	  forståelse	  af	  typen	  L!    for	  at	  løse	  opgaver,	  der	  starter	  med:	  Vis	  at…,	  
Bevis	  at…,	  Gør	  rede	  for…	  
	  
Skemp	  introducer	  desuden	  en	  fjerde	  type	  forståelse	  som	  han	  kalder	  symbolsk	  forståelse	  (Skemp,	  1982).	  
Han	  indfører	  det	  for	  at	  skelne	  mellem	  to	  typer	  af	  forståelse,	  som	  begge	  tidligere	  er	  blevet	  kaldt	  formel	  
forståelse.	  
De	  to	  måder	  at	  opfatte	  formel	  forståelse	  er:	  
1. formelt	  bevis	  	  (=logisk	  forståelse).	  
2. formel,	  som	  i	  symbol	  repræsentation,	  altså	  et	  formeludtryk(symbol	  anvendes	  her	  i	  betydningen:	  
symbol	  system	  og	  altså	  ikke	  et	  enkelt	  symbol).	  
	  
Der	  er	  tale	  om	  et	  symbolsystem,	  hvor	  symbolet	  kan	  have	  én	  betydning	  og	  dets	  placering	  kan	  have	  en	  anden	  
betydning.	  Fx	  i	  udtrykket	  𝑎! = 2𝑎	  hvor	  2-­‐tallet	  betyder	  to	  forskellige	  ting,	  selvom	  de	  begge	  er	  koblet	  til	  
bogstavet	  a.	  Et	  andet	  eksempel	  kan	  være	  betydningen	  af	  koefficienten	  til	  x	  i	  ligningen	  for	  en	  ret	  linje	  på	  
formen	  𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏	  hvor	  a	  er	  hældningskoefficienten	  mens	  i	  ligningen	  på	  formen  𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0  er	  a	  ikke	  
et	  udtryk	  for	  hældningskoefficienten,	  selvom	  den	  har	  samme	  placering	  i	  forhold	  til	  x.	  
Vi	  har	  altså	  med	  to	  skemaer	  at	  gøre:	  symbolsystemet	  og	  strukturen	  af	  matematiske	  begreber.	  
Vi	  kan	  dermed	  foreløbigt	  definere	  symbolsk	  forståelse	  som	  en	  gensidig	  ligestilling	  mellem	  symbolsystemet	  
og	  en	  passende	  begrebsmæssig	  struktur.	  
	  
Kompetencer	  
At	  have	  matematisk	  kompetence	  består	  i	  at	  have	  viden	  om,	  at	  forstå,	  udøve,	  anvende	  og	  kunne	  tage	  stilling	  
til	  matematik	  i	  de	  sammenhænge,	  hvor	  matematik	  indgår	  (Niss,	  2002).	  
De	  otte	  matematiske	  kompetencer	  og	  deres	  betydninger	  er:	  	  
• Tankegangskompetencen:	  at	  kunne	  udøve	  matematisk	  tankegang.	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
7	  Venn-­‐diagrammer	  er	  illustrationer	  som	  bruges	  i	  mængdelære.	  De	  bruges	  for	  at	  vise	  de	  matematiske	  eller	  logiske	  
sandsynligheder	  mellem	  forskellige	  grupper	  af	  ting	  (mængder).	  
Et	  Venn-­‐diagram	  viser	  alle	  de	  logiske	  forbindelser	  mellem	  mængderne.	  
	  
8	  Russells	  paradoks:	  𝑅 = 𝑀|𝑀 ∉ 𝑀 gælder	  der	  så,	  at	  𝑅 ∈ 𝑅?	  
 Barbereren	  i	  Servilla	  barberer	  alle	  dem	  der	  ikke	  barberer	  sig	  selv.	  "Hvem	  barberer	  da	  barberen?"	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• Problembehandlingskompetence:	  at	  kunne	  formulere	  og	  løse	  matematiske	  problemer	  knyttet	  til	  en	  
kontekst.	  
• Modelleringskompetence:	  at	  kunne	  opstille,	  analysere	  og	  kritisere	  matematiske	  modeller.	  
• Ræsonnementskompetence:	  at	  kunne	  forstå,	  analysere	  og	  argumentere	  for	  svar	  på	  matematiske	  
spørgsmål;	  at	  kunne	  forstå	  hvad	  et	  bevis	  er,	  og	  kunne	  udtænke	  og	  gennemføre	  matematiske	  
ræsonnementer.	  
• Repræsentationskompetence:	  at	  håndtere	  matematisk	  sprog	  og	  redskaber;	  at	  kunne	  betjene	  sig	  af	  
forskellige	  repræsentationer	  af	  samme	  matematiske	  begreb,	  kunne	  forbinde	  forskellige	  
repræsentationer	  og	  oversætte	  imellem	  dem;	  at	  kunne	  afgøre	  hvilke	  styrker	  og	  svagheder	  en	  
repræsentation	  har.	  
• Symbol-­‐	  og	  formalismekompetence:	  at	  kunne	  håndtere	  de	  særlige	  repræsentationer	  som	  udgøres	  
af	  matematisk	  symbolsprog	  og	  formalisme.	  	  
• Kommunikationskompetence:	  at	  kunne	  formulere	  sig	  i	  et	  præcist	  matematisk	  sprog;	  at	  kunne	  
formidle	  et	  matematisk	  emne	  til	  modtageren.	  
• Hjælpemiddelkompetence:	  at	  have	  kendskab	  til	  eksistens	  af	  og	  egenskaber	  ved	  forskellige	  
redskaber,	  at	  have	  forståelse	  af	  redskabernes	  muligheder	  og	  begrænsninger	  samt	  at	  kunne	  betjene	  
hjælpemidler	  og	  reflektere	  over	  resultatet.	  
	  
Der	  er	  et	  overlap	  mellem	  disse	  8	  kompetencer,	  og	  hver	  især	  berører	  den	  enkelte	  kompetence	  i	  større	  eller	  
mindre	  grad	  de	  andre	  kompetencer.	  Nogle	  er	  selvsagt	  mere	  beslægtede	  end	  andre.	  En	  illustration	  af	  dette	  
ses	  i	  Kompetence-­‐blomsten9:	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
9http://www.bing.com/images/search?q=kompetence+blomst&go=&qs=ds&form=QBIR#view=detail&id=3CC78063B4
0A84333FAE89DFC7680DBAE807B3DC&selectedIndex=1	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FIGUR	  5	  KOMPETENCEBLOMSTEN	  
Vi	  vil	  i	  det	  følgende	  fokusere	  på	  betydningen	  af	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen.	  
Symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen	  består	  dels	  i	  at	  kunne	  afkode	  symbol-­‐	  og	  formelsprog,	  i	  at	  kunne	  
oversætte	  frem	  og	  tilbage	  mellem	  symbolholdigt	  matematisk	  sprog	  og	  naturligt	  
sprog,	  og	  i	  at	  kunne	  behandle	  og	  betjene	  sig	  af	  symbolholdige	  udsagn	  og	  udtryk,	  herunder	  formler.	  Dels	  i	  at	  
have	  indsigt	  i	  karakteren	  af	  og	  “spillereglerne”	  for	  formelle	  matematiske	  systemer	  (typisk	  aksiomatiske	  
teorier)	  (Niss,	  2002).	  
Symbol	  og	  formalismekompetencen	  overlapper	  med	  repræsentationskompetencen,	  men	  adskiller	  sig	  også	  
fra	  denne	  idet	  der	  i	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen	  er	  fokus	  på	  symbolerne	  og	  deres	  betydning,	  samt	  
håndteringen	  og	  regler	  for	  håndtering	  af	  symbolerne,	  hvor	  repræsentationskompetencen	  handler	  mere	  om	  
at	  forstå	  og	  anvende	  forskellige	  slags	  repræsentationer	  af	  matematiske	  objekter,	  problemer	  eller	  
situationer,	  samt	  at	  kunne	  forstå	  forbindelserne	  mellem	  forskellige	  repræsentationsformer.	  
	  
Hvis	  vi	  ser	  på	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen	  i	  grundskolen,	  som	  er	  de	  kompetencer	  vi	  kan	  forvente	  
eleverne	  besidder	  når	  de	  kommer	  videre	  på	  en	  ungdomsuddannelse,	  så	  gælder	  der,	  at	  denne	  kompetence	  
ikke	  er	  udfoldet	  til	  fulde.	  Eleverne	  stifter	  kun	  i	  beskedent	  omfang	  bekendtskab	  med	  bevisførelse	  i	  
grundskolen(ræsonnements-­‐	  og	  tankegangskompetencen	  (Niss,	  2002)),	  dvs.	  de	  har	  ikke	  indsigt	  i	  
”spillereglerne”	  for	  de	  formelle	  matematiske	  systemer,	  som	  omhandler	  aksiomatiske	  teorier.	  Det	  er	  først	  i	  
fra	  mellemtrinnet	  at	  eleverne	  møder	  symbolholdige	  formler,	  og	  først	  i	  overbygningen	  at	  eleverne	  arbejder	  
med	  matematiske	  systemer.	  
	  
Symbol	  og	  formalismekompetencen	  handler	  om	  omgangen	  med	  tal	  og	  talbehandling,	  håndtering	  af	  
symbolsprog	  og	  formler	  samt	  omgang	  med	  formelle	  matematiske	  systemer.	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I	  grundskolen	  er	  symbol	  og	  formalismekompetencen	  begrænset	  til	  omgang	  med	  standard-­‐symboler	  og	  
navne	  i	  tilknytning	  til	  størrelser,	  tal	  og	  regning,	  samt	  grundlæggende	  begreber	  fra	  plan	  og	  rum.	  
Eksempler:	  (Niss,	  2002)	  
Tal	  og	  talbehandling:	  positionstalsystemet	  (10-­‐talssystemet);	  regning	  med	  parenteser,	  fortegn(+  𝑜𝑔  −)	  
kontra	  tegn	  for	  operationerne	  addition	  (+)	  og	  subtraktion	  (−),	  størrelser	  af	  tal.	  
Håndtering	  af	  symbolsprog:	  omskrivning	  af	  udtryk	  (reduktion	  eller	  ekspansion),	  brøker.	  
Omskrivning	  mellem	  symbolholdigt	  sprog	  og	  naturligt	  sprog:	  at	  kunne	  afkode	  en	  tekstopgave	  og	  opskrive	  
sammenhænge	  fra	  teksten	  med	  symboler.	  	  
	  
I	  forhold	  til	  udviklingen	  og	  evaluering	  af	  kompetencerne	  beskrives	  disse	  ved	  følgende	  tre	  dimensioner:	  
dækningsgrad,	  aktionsradius	  og	  teknisk	  niveau.	  
Hos	  den	  enkelte	  elev	  udvikles	  matematiske	  kompetencer	  ved	  at	  dækningsgraden,	  aktionsradius	  og	  det	  
tekniske	  niveau	  udbygges	  over	  tid.	  
Definitionerne	  for	  de	  tre	  dimensioner	  er	  som	  følger:	  
Dækningsgraden	  betegner	  i	  hvor	  høj	  grad	  de	  aspekter	  der	  karakteriserer	  kompetencen,	  er	  dækket	  hos	  
eleven;	  dvs.	  hvor	  mange	  af	  aspekterne	  eleven	  er	  i	  stand	  til	  at	  aktivere	  i	  forskellige	  situationer,	  og	  hvor	  
selvstændigt	  aktiveringen	  sker.	  
Aktionsradius	  betegner	  i	  hvilke	  sammenhænge	  og	  situationer	  eleven	  kan	  aktivere	  kompetencen	  bestemt	  af	  
matematiske	  emneområder	  eller	  bestemt	  af	  problemstillinger	  og	  udfordringer.	  	  Jo	  flere	  emner	  eleven	  kan	  
aktivere	  kompetencen	  i,	  jo	  større	  aktionsradius.	  
Teknisk	  niveau	  betegner	  hvilke	  begreber	  og	  værktøjer	  eleven	  kan	  aktivere	  inden	  for	  den	  pågældende	  
kompetence.	  Fx	  har	  en	  elev,	  der	  kan	  regne	  rigtigt	  i	  situationer	  med	  simple	  tal	  (to-­‐/trecifrede)	  et	  lavere	  
teknisk	  niveau	  end	  den	  elev,	  der	  kan	  klare	  opgaver	  med	  mange-­‐cifrede	  tal	  eller	  decimaltal.	  
Sammenhængen	  mellem	  de	  tre	  dimensioner	  for	  kompetencer	  er	  opfattet	  som	  en	  slags	  volumen.	  	  Hvis	  en	  af	  
dimensionerne	  mangler,	  vil	  det	  medføre	  at	  den	  samlede	  kompetence	  er	  nul,	  uanset	  hvor	  udviklede	  de	  
andre	  dimensioner	  er.	  
Anna	  Sfard	  
En	  analyse	  af	  forskellige	  matematiske	  definitioner	  og	  repræsentationer	  leder	  Anna	  Sfard	  i	  hendes	  artikel	  
”On	  the	  Dual	  Nature	  og	  Mathematical	  Conceptions:	  Reflections	  on	  Processes	  and	  Objects	  as	  Different	  Sides	  
of	  the	  Same	  Coin”	  (Sfard,	  1991)	  til	  konklusionen,	  at	  et	  abstrakt	  begreb	  kan	  opfattes	  på	  to	  meget	  forskellige	  
måder:	  strukturel	  og	  operationel.	  Disse	  to	  tilgange,	  som	  tilsyneladende	  er	  uforenelige,	  er	  i	  virkeligheden	  
komplementære,	  derfor	  dualiteten	  i	  Anna	  Sfards	  model.	  Det	  viser	  sig,	  at	  læreprocesser	  og	  problemløsning	  
består	  i	  et	  indviklet	  samspil	  mellem	  de	  operationelle	  og	  strukturelle	  opfattelser	  af	  samme	  begreb.	  
	  
En	  operationel	  forståelse	  af	  et	  begreb	  appellerer	  til	  processer,	  algoritmer	  og	  handlinger	  i	  stedet	  for	  
objekter,	  mens	  en	  strukturel	  forståelse	  behandler	  matematiske	  begreber	  som	  abstrakte	  objekter.	  At	  se	  en	  
matematisk	  enhed	  som	  et	  objekt	  betyder	  at	  være	  i	  stand	  til	  at	  henvise	  til	  det,	  som	  om	  det	  var	  en	  rigtig	  ting.	  
Det	  betyder	  også	  at	  være	  i	  stand	  til	  at	  genkende	  ideen	  og	  at	  kunne	  behandle	  det	  som	  et	  hele	  uden	  at	  gå	  i	  
detaljer.	  
Mens	  den	  strukturelle	  opfattelse	  er	  statisk,	  øjeblikkelig	  og	  integrativ,	  er	  den	  operationelle	  
dynamisk,	  sekventiel	  og	  detaljeret.	  Anna	  Sfard	  ser	  det	  som	  en	  dyb	  ontologisk	  kløft	  mellem	  operationelle	  og	  
strukturelle	  opfattelser.	  
	  
Matematiske	  begreber	  kan	  defineres	  og	  opfattes	  både	  strukturelt	  og	  operationelt.	  Nogle	  måder	  at	  
repræsentere	  begreber	  på	  kan	  have	  både	  en	  operationel	  og	  en	  strukturel	  forklaring.	  
Nogle	  gange	  hjælpes	  matematisk	  forståelse	  på	  vej	  af	  mentale	  billeder,	  der	  synes	  at	  understøtte	  den	  
strukturelle	  forståelse.	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Sproglig	  kodning	  kan	  ikke	  opfattes	  med	  et	  blik	  og	  skal	  behandles	  i	  rækkefølge,	  så	  det	  er	  passende	  til	  at	  
repræsentere	  beregningsmæssige	  procedurer.	  Den	  ikke-­‐billedlige	  indre	  repræsentation	  er	  mere	  relevant	  
for	  den	  operationelle	  tankegang.	  	  
Der	  gøres	  opmærksom	  på,	  at	  sammenhængen	  mellem	  operationelt/strukturelt	  og	  hhv.	  sprog/billede-­‐
repræsentationer	  ikke	  er	  bijektiv.	  
Den	  strukturelle	  tankegang	  er	  mere	  abstrakt	  end	  operationel.	  For	  at	  kunne	  tale	  om	  matematiske	  objekter	  
skal	  vi	  arbejde	  med	  produktet	  af	  processen	  i	  stedet	  for	  at	  bekymre	  os	  om	  processerne	  selv.	  Dermed	  synes	  
strukturel	  tilgang	  at	  være	  et	  mere	  avanceret	  trin	  i	  forståelsen	  af	  matematiske	  begreber.	  I	  begrebsdannelsen	  
vil	  operationelle	  tankegange	  ligge	  forud	  for	  strukturelle.	  
Det	  kan	  gentagne	  gange	  observeres,	  at	  forskellige	  processer	  skulle	  omdannes	  til	  kompakte	  statiske	  
helheder	  for	  at	  blive	  de	  grundlæggende	  enheder	  af	  et	  nyt,	  højere	  teoretisk	  niveau.	  
Når	  vi	  udvider	  vores	  opfattelse	  af	  matematik	  og	  ser	  det	  som	  en	  helhed,	  indser	  vi,	  at	  det	  er	  en	  form	  for	  
hierarki,	  hvor	  det,	  der	  udelukkende	  er	  opfattet	  operationelt	  på	  ét	  niveau,	  burde	  opfattes	  strukturelt	  på	  et	  
højere	  niveau.	  Hierarkiet	  opstår	  i	  en	  lang	  rækkefølge	  af	  reifikationer.	  Hver	  enkelt	  af	  dem	  starter,	  hvor	  de	  
tidligere	  ender,	  hver	  enkelt	  af	  dem	  tilføjer	  et	  nyt	  lag	  til	  det	  komplekse	  system	  af	  abstrakte	  begreber.	  Dette	  
er	  dog	  noget	  forenklet,	  og	  begrebsdannelsen	  vil	  i	  praksis	  være	  mere	  indviklet.	  
	  
Dannelsen	  af	  strukturel	  opfattelse	  er	  lang	  og	  besværlig	  –	  og	  kan	  beskrives	  som	  en	  proces	  som	  går	  igennem	  
tre	  faser:	  
Internalisering	  er	  en	  proces,	  der	  udføres	  på	  de	  allerede	  kendte	  objekter.	  Eleven	  skal	  blive	  bekendt	  med	  de	  
processer,	  der	  fører	  til	  det	  nye	  begreb.	  Disse	  processer	  er	  operationer	  udført	  på	  lav-­‐trins	  matematiske	  
objekter.	  Gradvist	  skal	  eleven	  blive	  bedre	  til	  at	  udføre	  disse	  processer.	  	  
I	  Kondenseringen	  skal	  begrebet	  gå	  fra	  at	  være	  en	  proces	  til	  at	  være	  en	  selvstændig	  enhed.	  Dette	  er	  en	  
periode,	  hvor	  lange	  rækker	  af	  operationer	  presses	  ned	  til	  mere	  håndterbare	  enheder.	  På	  dette	  stadie	  bliver	  
eleven	  bedre	  til	  at	  tænke	  over	  en	  given	  proces	  som	  en	  helhed,	  uden	  at	  være	  nødsaget	  til	  at	  gå	  i	  detaljer.	  
Denne	  fase	  varer	  lige	  så	  længe	  som	  en	  ny	  enhed	  er	  bundet	  til	  en	  bestemt	  proces.	  
Reificering	  kræver	  evnen	  til	  at	  se	  den	  nye	  enhed	  som	  en	  integreret,	  objekt-­‐lignende	  helhed.	  Først	  når	  
eleven	  evner	  at	  opfatte	  begrebet	  til	  fulde,	  kan	  vi	  sige,	  at	  det	  er	  reificeret	  (tingsliggjort).	  Derfor	  opfattes	  
reificering	  som	  et	  ontologisk	  skift	  -­‐	  en	  evne	  til	  at	  se	  noget	  kendt	  i	  et	  nyt	  lys.	  Reificeringen	  er	  trinnet,	  hvor	  
indretningen	  af	  højere-­‐trins	  begreber	  begynder.	  
	  
En	  rent	  operationel	  tilgang	  til	  matematik	  kan	  være	  helt	  på	  sin	  plads.	  Selv	  om	  et	  nyt	  begreb	  introduceres	  
strukturelt,	  vil	  eleverne	  i	  første	  omgang	  fortolke	  det	  på	  en	  operationel	  måde.	  
Teoretisk	  vil	  det	  være	  muligt	  at	  lave	  stort	  set	  al	  matematik	  operationelt:	  vi	  kan	  gå	  fra	  elementære	  processer	  
til	  mere	  avancerede	  processer	  og	  endda	  til	  komplekse	  processer	  uden	  at	  henvise	  til	  nogen	  form	  for	  
abstrakte	  objekter.	  	  
Dette	  er	  der	  historisk	  bevis	  for,	  idet	  algebra	  fx	  har	  været	  på	  rent	  operationelt	  niveau	  i	  tusinder	  af	  år.	  
Behovet	  for	  strukturel	  tilgang	  har	  vist	  sig	  historisk	  set	  i	  1600-­‐tallet,	  hvor	  flere	  matematikere	  på	  samme	  tid	  
udviklede	  flere	  systemer	  og	  symboler.	  Kompleksiteten	  af	  beregningsmæssige	  processer	  sætter	  en	  stopper	  
for	  matematikkens	  udvikling.	  Man	  sekventerer	  sin	  viden	  og	  strukturerer	  den	  for	  at	  den	  kan	  kondenseres.	  	  
	  
Reifikation	  er	  et	  ontologisk	  skift,	  et	  kvalitativt	  spring,	  et	  komplekst	  fænomen,	  ledsaget	  af	  en	  subtil	  
vekselvirkning	  mellem	  mening	  og	  applikationer.	  Det	  er	  vanskeligt	  at	  se	  noget	  velkendt	  på	  en	  helt	  ny	  måde.	  	  
Ifølge	  Anna	  Sfards	  model	  foregår	  reifikationen	  af	  en	  given	  proces	  samtidig	  med	  internalisering	  af	  processer	  
på	  et	  højere	  niveau.	  Uden	  et	  forsøg	  på	  en	  internalisering	  på	  et	  højere	  niveau	  vil	  reifikationen	  ikke	  
fremkomme,	  men	  samtidig	  er	  eksistensen	  af	  objekter	  uundværlig.	  Dette	  kalder	  Anna	  Sfard	  reifikationens	  
onde	  cirkel.	  Reifikation	  på	  et	  lavere	  niveau	  forudsætter	  en	  internalisering	  på	  et	  højere	  niveau	  og	  omvendt.	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Reificering,	  som	  fører	  til	  relationel	  forståelse,	  er	  svær	  at	  opnå.	  Det	  kræver	  hårdt	  arbejde,	  og	  det	  kommer	  
når	  man	  mindst	  venter	  det.	  
Fra	  et	  uddannelsessynspunkt	  er	  det	  største	  problem	  med	  forsinkelsen	  i	  reificering	  og	  de	  deraf	  følgende	  
perioder	  med	  tvivl	  om	  forståelsen,	  at	  det	  kan	  føre	  til	  permanent	  skade	  -­‐	  en	  livslang	  frygt	  for	  matematik	  og	  
en	  overbevisning	  om,	  at	  det	  ikke	  kan	  læres.	  
Man	  skal	  være	  parat	  til	  at	  kæmpe	  aktivt	  for	  at	  opnå	  reifikation	  i	  stedet	  for	  at	  affinde	  sig	  med	  aldrig	  at	  forstå	  
matematik.	  Det	  kræver	  tålmodighed	  og	  intellektuel	  disciplin	  at	  kunne	  takle	  sådan	  en	  situation.	  
I	  lyset	  af	  reifikationens	  ”onde	  cirkel”	  ser	  det	  ud	  til,	  at	  i	  jagten	  på	  en	  forbedring	  af	  matematikundervisningen	  
bør	  man	  fokusere	  på	  spørgsmålet	  om,	  hvad	  og	  hvor	  meget	  der	  kan	  gøres	  for	  at	  stimulere	  reifikation.	  Man	  
bør	  overveje	  hvad	  der	  skal	  til	  for	  at	  sikre,	  at	  eleverne	  når	  sikkert	  gennem	  deres	  tvivl.	  
	  
Strukturel	  forståelse	  er	  det	  som	  Skemp	  kalder	  relationel	  forståelse	  -­‐	  at	  forstå	  “hvad,	  hvorfor	  og	  hvornår”	  
altså	  at	  have	  “regler	  og	  årsag”.	  Ren	  operationel	  tilgang	  svarer	  til	  det	  Skemp	  kalder	  instrumentel	  forståelse,	  
og	  henviser	  til	  “regler	  uden	  grund”.	  Anna	  Sfard	  mener	  at	  der	  bør	  være	  endnu	  en	  kategori	  ift.	  Skemps	  
kategorisering,	  nemlig:	  “årsag	  uden	  regler	  “	  som	  kan	  tolkes	  som	  en	  ren	  intuitiv	  forståelse	  opnået	  i	  de	  
sjældne	  tilfælde,	  hvor	  en	  vag	  strukturel	  forståelse	  er	  opnået	  før	  det	  operationelle	  grundlag	  er	  fuldt	  udviklet.	  
	  
SOLO	  
SOLO(Structure	  of	  the	  Observed	  Learning	  Outcome)	  er	  udviklet	  i	  1982	  af	  John	  Biggs	  til	  beskrivelsen	  af	  viden,	  
forståelse	  og	  undervisningsplanlægning	  af	  universitetsstudier.	  SOLO	  anvendes	  i	  Danmark	  til	  beskrivelsen	  af	  
elevernes	  forståelse	  på	  gymnasialt	  niveau.	  SOLO	  kan	  også	  anvendes	  til	  at	  definere	  hvordan	  lærerne	  kan	  
planlægge	  undervisningen,	  så	  elevernes	  mål	  med	  læringen	  bliver	  de	  samme	  som	  underviserens	  -­‐	  dette	  er	  
kaldt	  constructive	  alignment10.	  SOLO	  anvendes	  i	  vurdering	  af	  elevernes	  forståelse	  og	  dermed	  
eksamensbedømmelse.	  Torben	  K.	  Jensen	  sammenholder	  SOLO-­‐taksonomien	  med	  den	  danske	  
evalueringsskala	  (7-­‐trinsskalaen)	  (Jensen,	  2007).	  
	  
John	  Biggs	  (Biggs	  &	  Tang,	  2011)	  skelner	  mellem	  to	  former	  for	  viden	  
• deklarativ	  viden,	  som	  er	  viden	  om	  ting,	  som	  udtrykkes	  verbalt	  eller	  på	  en	  anden	  symbolsk	  form.	  
Deklarativ	  viden	  er	  offentlig	  viden,	  undergivet	  bevisregler,	  der	  gør	  begreberne	  kontrollerbare,	  
reproducerebare	  og	  logisk	  konsistente.	  	  En	  deklarativ	  test	  af	  elevernes	  forståelse	  får	  dem	  til	  at	  
erklære	  det	  tilbage	  med	  deres	  egne	  ord	  og	  bruge	  deres	  egne	  eksempler.	  Eksempler	  på	  deklarativ	  
viden	  er,	  at	  eleverne	  kender	  Pythagoras	  sætning,	  at	  kunne	  formlen	  for	  arealet	  af	  en	  trekant,	  at	  
kunne	  den	  generelle	  form	  for	  en	  andengradsligning.	  
• ”functioning	  knowledge”	  (som	  Torben	  K.	  Jensen	  identificerer	  med	  kompetencer)	  som	  er	  viden	  der	  
forudsætter	  en	  kvalificeret	  handling	  fra	  eleverne.	  Eleverne	  er	  aktive,	  og	  viden	  har	  en	  brugbar	  
karakter.	  	  
Når	  man	  er	  i	  besiddelsen	  af	  deklarativ	  viden,	  har	  man	  opnået	  en	  overfladeforståelse,	  mens	  når	  man	  er	  i	  
besiddelsen	  af	  ”functioning	  knowledge”/kompetencer,	  har	  man	  opnået	  en	  dybdeforståelse.	  
Adgangsnøglen	  til	  kompetencer	  er	  de	  såkaldte	  tærskelbegreber,	  som	  adskiller	  sig	  fra	  centrale	  begreber.	  Vi	  
ser	  tærskelbegreberne	  som	  en	  portal,	  der	  åbner	  op	  for	  en	  ny	  og	  hidtil	  utilgængelig	  måde	  at	  tænke	  noget.	  
De	  centrale	  begreber	  er	  også	  nødvendige	  for	  at	  forstå	  et	  emne,	  men	  de	  behøver	  ikke	  nødvendigvis	  et	  
radikal	  skift	  af	  forståelsesniveauet.	  
Forståelsen	  kan	  være	  kvantitativ	  eller	  kvalitativ.	  En	  kvalitativ	  forståelse	  viser	  sig,	  når	  en	  elevs	  respons	  
indeholder	  en	  vis	  detaljemængde,	  mens	  den	  kvantitative	  forståelse	  først	  viser	  sig,	  når	  eleven	  integrerer	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
10	  http://www.laeringsteknologi.dk/?p=1198	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detaljerne	  i	  strukturelle	  mønstrer.	  En	  kvantitativ	  forståelse	  er	  ikke	  tilstrækkelig,	  men	  en	  kvalitativ	  forståelse	  
forudsætter	  en	  kvantitativ	  forståelse.	  
En	  generel	  ramme	  for	  strukturering	  af	  forståelsesniveauer	  kan	  hjælpe	  lærerne	  i	  deres	  
undervisningsplanlægning,	  gennemførelsen	  af	  undervisningen	  samt	  udvalget	  af	  evalueringstests.	  
SOLO	  beskriver	  hvordan	  en	  elevs	  præstation	  vokser	  i	  kompleksitet,	  når	  han/hun	  løser	  mange	  forskellige	  
opgaver.	  SOLO	  taksonomien	  kan	  anvendes	  til	  at	  vurdere	  på	  hvilket	  niveau	  den	  enkelte	  elev	  har	  forstået	  et	  
begreb,	  og	  dermed	  hvilket	  niveau	  han/hun	  opererer	  på.	  
John	  Biggs	  model	  består	  af	  fem	  forståelsesniveauer	  som	  er	  illustreret	  på	  Figur	  6.	  
1. præ-­‐strukturel	  forståelse	  –	  eleven	  kan	  vise	  en	  præ-­‐strukturel	  forståelse	  ved	  at	  opremse	  tilfældige	  
begreber	  til	  at	  dække	  manglende	  viden	  eller	  forståelse.	  En	  elev	  med	  præ-­‐strukturel	  forståelse	  viser	  
tegn	  på	  mangelfuld	  relevant	  læring,	  misforståelser	  eller	  mangel	  på	  forståelse.	  Fx	  vil	  en	  elev,	  hvis	  
ligningsforståelse	  er	  præstrukturel	  identificere	  5𝑥 − 3	  med	  en	  ligning.	  
2. uni-­‐strukturel	  forståelse	  -­‐	  eleven	  kan	  angive	  formler,	  udføre	  simple	  løsningsprocedurer	  og	  kan	  kun	  
operere	  med	  enkelte	  sammenhæng	  og	  udtryk.	  Når	  man	  er	  i	  besiddelsen	  af	  uni-­‐strukturel	  forståelse,	  
har	  man	  blot	  fokus	  på	  ét	  aspekt,	  som	  definerer	  hvad	  begrebet	  er	  og	  der	  savnes	  andre	  vigtige	  
egenskaber.	  Eksempel?	  
3. multi-­‐strukturel	  forståelse	  defineres	  som	  det	  forståelsesniveau,	  hvor	  eleven	  er	  i	  besiddelsen	  af	  en	  
masse	  af	  fakta,	  men	  ikke	  kan	  strukturere	  dem.	  Her	  ser	  eleverne	  træerne,	  men	  ikke	  skoven.	  At	  se	  
træerne	  er	  en	  nødvendig	  forudsætning	  for	  en	  tilstrækkelig	  forståelse,	  men	  det	  bør	  ikke	  fortolkes	  
som	  at	  man	  forstår	  skoven.	  Med	  andre	  ord	  kan	  eleven	  flere	  vigtige	  dele	  af	  et	  begreb,	  man	  han/hun	  
kan	  ikke	  sammenkoble	  dem.	  Eleven	  kan	  forklare	  og	  definere	  begreber,	  kan	  udføre	  rutinemæssige	  
løsningsprocedurer,	  men	  han/hun	  berører	  ikke	  centrale	  og	  dybere	  aspekter	  af	  begrebet.	  
4. relationel	  forståelse	  er	  det	  første	  dybdeforståelsesniveau,	  hvor	  eleven	  kan	  identificere	  forskelle	  
mellem	  to	  begreber,	  kan	  udvælge	  og	  kombinere	  relevante	  begreber,	  analysere,	  bevise	  og	  anvende	  
begreber,	  kan	  anvende	  forskellige	  repræsentations-­‐former	  af	  begreberne.	  ”Træerne	  er	  blevet	  
skoven”,	  der	  er	  opstået	  en	  kvalitativ	  forandring	  i	  læringen	  og	  forståelsen.	  Det	  er	  ikke	  længere	  et	  
spørgsmål	  om	  notering	  af	  fakta	  og	  detaljer,	  begrebet	  anvendes	  hensigtsmæssigt	  i	  en	  fagligt	  
relevant	  betydning.	  
5. udvidet	  abstrakt	  forståelse	  –	  eleven	  kan	  opstille	  teorier	  og	  hypoteser,	  bevise	  og	  generalisere	  
matematiske	  love,	  vurdere	  modellers	  rækkevidde	  og	  relevans,	  reflektere	  over	  problemstillinger	  og	  
perspektivere.	  Svarene	  generaliserer	  strukturen	  bag	  en	  foreliggende	  information;	  principper	  af	  en	  
højere	  orden	  bruges	  til	  at	  bringe	  nyere	  og	  mere	  omfattende	  spørgsmål	  ind	  i	  billedet.	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FIGUR	  6	  SOLO-­‐TAKSONOMI	  
Opsummering	  
Vi	  kunne	  godt	  have	  benyttet	  Mitchelmore	  &	  Paul	  White,	  Vinner	  eller	  andre	  teoretikerers	  
forståelsesmodeller	  for	  at	  belyse	  vores	  problemstilling,	  men	  vi	  har	  valgt	  at	  se	  på	  de	  fire	  gennemgåede	  
modeller	  Skemp,	  Sfard,	  KOM	  og	  SOLO.	  Lige	  netop	  disse	  fire	  har	  vi	  valgt,	  fordi	  vi	  synes,	  at	  de	  på	  nogle	  
punkter	  har	  noget	  tilfælles,	  nogle	  af	  deres	  forståelsesinddelinger	  er	  sammenlignelige,	  og	  på	  andre	  punkter	  
synes	  vi	  at	  disse	  modeller	  supplerer	  hinanden.	  	  
	  
Skemp	  er	  den	  ældste	  af	  de	  fire	  modeller,	  og	  derefter	  kommer	  Sfard.	  Både	  Skemp	  og	  Sfard	  udvikler	  over	  tid	  
deres	  modeller.	  Skemp	  starter	  med	  at	  inddele	  begrebsforståelsen	  i	  to	  slags	  forståelse,	  og	  efter	  flere	  år	  
kommer	  han	  med	  en	  forbedring	  af	  modellen.	  Skemp	  ændrer	  ikke	  sin	  mening,	  han	  ændrer	  ikke	  radikalt	  sit	  
syn	  på	  begrebsforståelse,	  men	  han	  uddyber,	  udvikler	  og	  udvider	  sin	  model.	  
Når	  man	  arbejder	  med	  mere	  komplekse	  opgaver,	  hvor	  man	  skal	  referere	  til	  et	  begreb	  som	  eleverne	  har	  
glemt,	  er	  en	  instrumental	  tilgang	  til	  problemet	  mere	  passende.	  En	  relationel	  tilgang	  vil	  skifte	  fokus	  fra	  de	  
centrale	  elementer	  i	  opgaven	  og	  virke	  forvirrende.	  Det	  er	  vigtigt	  at	  fornemme	  hvornår	  det	  er	  tilstrækkeligt	  
at	  appellere	  til	  en	  instrumental	  forklaring.	  Hvis	  eleverne	  har	  en	  strukturel	  forståelse	  af	  et	  begreb,	  er	  det	  nok	  
at	  læreren	  henviser	  til	  det,	  så	  vil	  eleverne	  straks	  kunne	  fremkalde	  og	  anvende	  det.	  
Kompetencerapporten	  (KOM)	  indeholder	  en	  beskrivelse	  af	  de	  nødvendige	  kompetencer	  og	  sammenhænge	  
mellem	  disse,	  som	  elever	  op	  igennem	  uddannelsessystemet	  skal	  være	  i	  besiddelse	  af.	  KOM-­‐	  rapporten	  er	  
ikke	  en	  ny	  måde	  at	  beskrive	  begrebsforståelse	  på,	  men	  begrebsforståelse	  er	  en	  af	  forudsætningerne	  for	  at	  
kunne	  udvikle	  matematikkompetencer.	  
SOLO-­‐taksonomien	  er	  en	  model	  som	  vi	  er	  kommet	  i	  berøring	  med	  igennem	  vores	  fagmedier.	  SOLOs	  præ-­‐
strukturelle	  forståelsesniveau	  der	  kan	  sidestilles	  med	  ingen	  forståelse,	  mangler	  i	  de	  andre	  tre	  modeller.	  	  
Skemps	  model	  kan	  man	  anvende	  i	  sine	  overvejelser	  i	  forhold	  til	  planlægningen	  af	  interventionen,	  når	  man	  
skal	  vægte	  hvilket	  undervisningsudbytte	  eleverne	  skal	  opnå.	  Er	  det	  for	  tidskrævende	  at	  undervise	  med	  et	  
relationelt	  fokus	  i	  forhold	  til	  et	  instrumentalt?	  Er	  elevernes	  abstraktionsniveau	  tilpas	  højt	  til	  at	  man	  kan	  
udsætte	  dem	  for	  en	  undervisning	  med	  symbolsk	  tilgang?	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Sfards	  model	  kan	  benyttes	  i	  interventionen	  til	  at	  stilladsere	  begrebsapparatet	  for	  eleverne.	  Indfører	  man	  et	  
nyt	  begreb	  før	  de	  tidligere	  begreber	  er	  strukturelle,	  kan	  man	  risikere,	  at	  bygge	  luftkasteller	  i	  elevernes	  
forståelse	  og	  dermed	  skabe	  et	  reduceret	  netværk	  mellem	  begreberne.	  
Det	  er	  vigtigt	  at	  man	  er	  opmærksom	  og	  indstillet	  på	  løbende	  at	  detektere	  elevernes	  forståelsesniveau	  for	  at	  
kunne	  tilpasse	  sin	  undervisning	  til	  elevernes	  forståelsesstandpunkt.	  	  
KOM	  er	  en	  detaljeret	  og	  matematisk	  præciseret	  model	  for	  kompetencebeskrivelse	  som	  man	  genfinder	  i	  
SOLOs	  ”functioning	  knowledge”.	  Disse	  to	  modeller	  benyttes	  til	  beskrivelse	  af	  undervisnings-­‐	  og	  
evalueringsmål	  i	  det	  danske	  gymnasielle	  undervisningssystem.	  Eksempler	  på	  dette	  finder	  vi	  i	  
undervisningsbeskrivelser	  for	  matematikfaget	  på	  hhx	  og	  stx,	  samt	  i	  evaluering	  af	  de	  skriftlige	  prøver	  i	  
matematik	  på	  stx	  og	  hf	  ved	  sommereksamen	  201111.	  
	  	  
 Teorier	  i	  praksis	  1.4
I	  forbindelse	  med	  dette	  projekt	  har	  vi	  ønsket	  at	  arbejde	  med	  både	  elever	  fra	  vores	  egne	  klasser	  og	  elever	  
som	  har	  andre	  undervisere,	  da	  det	  er	  de	  forudsætninger	  vi	  fremover	  skal	  arbejde	  under	  som	  
matematikvejledere.	  
Inden	  klasserne	  testes	  har	  vi	  forsøgt	  at	  identificere	  elever	  vi	  ville	  forvente	  havde	  vanskeligheder	  med	  
ligningsløsning.	  I	  de	  klasser	  vi	  ikke	  selv	  underviser,	  er	  dette	  sket	  gennem	  dialog	  med	  den	  pågældende	  
matematiklærer.	  	  
Bekræftelse	  eller	  afkræftelse	  af	  formodninger.	  
Før	  eleverne	  har	  regnet	  Detektionstest1(se	  bilag	  1445.1),	  har	  vi	  lavet	  en	  formodet	  elevbesvarelse,	  hvor	  vi	  
har	  angivet	  hvilke	  svar	  (korrekte	  eller	  forkerte)	  vi	  forventede	  at	  få	  fra	  eleverne.	  I	  Figur	  87	  (se	  Bilag	  5.2)har	  vi	  
listet	  nogle	  af	  disse	  formodninger	  op	  sammenholdt	  med	  elevernes	  svar.	  	  
Her	  ser	  vi	  udelukkende	  på	  udvalgte	  opgaver,	  der	  omhandler	  manipulation	  med	  bogstavudtryk	  samt	  
ligninger,	  da	  det	  er	  dette	  vi	  vil	  koncentrere	  os	  om	  i	  projektet.	  (opgaverne	  14,15,17-­‐22,	  25,	  29,	  31-­‐37,	  53-­‐57).	  
	  
Vi	  får	  gennem	  disse	  opgaver	  bekræftet	  vores	  formodninger	  om,	  at	  en	  stor	  del	  af	  eleverne	  er	  i	  stand	  til	  	  
• at	  reducere	  simple	  udtryk	  med	  1	  eller	  2	  ubekendte	  og	  plusparenteser	  (opgaverne	  14,	  15a,	  b,	  c,	  34)	  	  
• at	  de	  kan	  løse	  førstegradsligninger,	  hvor	  der	  er	  op	  til	  to	  led	  på	  hver	  side	  af	  lighedstegnet,	  og	  hvor	  
koefficienten	  til	  x	  bliver	  positiv	  ved	  omskrivning	  af	  ligningen	  (med	  x-­‐leddet	  på	  venstre	  side	  af	  
lighedstegnet)	  (opgaverne	  35a,	  36b)	  
	  
Vi	  har	  også	  set,	  at	  eleverne,	  som	  forventet,	  ikke	  er	  i	  stand	  til:	  
• at	  reducere	  et	  udtryk	  hvor	  i	  der	  indgår	  minus-­‐parenteser	  (opgaven	  15d)	  
• at	  regne	  opgaver	  hvor	  i	  der	  indgår	  formuleringer	  de	  ikke	  kender	  (opgave	  19)	  	  
• at	  angive	  løsningsmængde	  for	  ligninger,	  når	  denne	  er	  ℝ,	  eller	  ∅	  (opgaverne	  20	  og	  37)	  
• at	  sammenligne	  to	  udtryk	  (opgave	  21	  og	  32)	  
• at	  bruge	  nulreglen	  eller	  evt.	  løse	  en	  ligning	  af	  anden	  grad	  (opgave	  33b)	  
• at	  løse	  ligninger	  hvor	  koefficienten	  til	  x-­‐leddet	  er	  negativt	  efter	  omskrivning	  af	  ligningen	  (opgaverne	  
36a,	  35b)	  	  
• at	  reducere	  udtryk	  med	  brøker	  korrekt	  (opgaverne	  53,	  54,	  57)	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
11	  http://uvm.dk/Uddannelser/Gymnasiale-­‐uddannelser/Proever-­‐og-­‐
eksamen/~/media/UVM/Filer/Udd/Gym/PDF12/120111%20Evaluering%20skriftlig%20eksamen%20matematik%20ma
j%202011.ashx	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Der	  er	  dog	  også	  opgaver	  hvor	  eleverne	  svarer	  anderledes	  end	  vi	  havde	  forventet.	  Vi	  kan	  derfor	  se,	  at	  en	  del	  
af	  eleverne,	  modsat	  vores	  forventninger,	  er	  i	  stand	  til	  at:	  
• identificere	  en	  ligning	  af	  typen	  x=1	  og	  angive,	  at	  løsningen	  til	  ligningen	  er	  x=1	  (opgave	  33a)	  
• løse	  en	  ligning	  hvor	  koefficienten	  til	  førstegradsleddet	  er	  negativ	  (opgave	  36a)	  
• på	  trods	  af	  problemer	  med	  at	  reducere	  brøkudtryk,	  at	  svare	  korrekt	  i	  opgaverne	  55	  og	  56	  
• angive	  om	  et	  tal	  er/ikke	  er	  løsning	  til	  en	  given	  ligning	  (opgave	  25	  og	  35c)	  
og	  at	  de,	  modsat	  vores	  forventninger	  ikke	  kan:	  
• løse	  opgaver	  med	  ligninger	  hvis	  de	  er	  formuleret	  med	  ”findes	  der	  nogen	  værdier	  af	  b…”	  (opgave	  18)	  
(her	  kan	  det	  også	  skyldes	  at	  den	  ubekendte	  ikke	  er	  x)	  
• overskue	  en	  tekstopgave	  og	  angive	  det	  korrekte	  svar	  (opgave	  31)	  
	  
Da	  en	  del	  af	  opgaverne	  er	  multiple	  choice	  opgaver,	  og	  der	  ikke	  er	  noget	  krav	  om	  at	  eleverne	  skal	  vise	  
mellemregninger,	  er	  det	  vanskeligt	  at	  vide,	  om	  eleverne	  svarer	  tilfældigt	  på	  disse	  spørgsmål.	  Multiple	  
choice	  spørgsmål	  indbyder	  til	  en	  tilfældig	  afkrydsning,	  når	  eleven	  ingen	  idé	  har	  om	  hvad	  hun/han	  skal	  svare.	  
Der	  er	  flere	  elever	  som	  undlader	  at	  svare	  på	  de	  åbne	  spørgsmål,	  men	  som	  besvarer	  mange	  af	  multiple	  
choice	  spørgsmålene.	  
	  
Detektion	  af	  elever	  med	  vanskeligheder	  ved	  manipulation	  af	  algebraiske	  
udtryk	  
På	  baggrund	  af	  den	  skriftlige	  detektionstest,	  er	  vi	  kommet	  frem	  til	  nogle	  fælles	  træk	  ved	  fire	  elever,	  der	  kan	  
være	  kandidater	  til	  et	  interventionsforløb,	  som	  kan	  hjælpe	  dem	  med	  deres	  matematikvanskeligheder.	  I	  
deres	  besvarelser	  er	  der	  få	  korrekt	  besvarede	  spørgsmål,	  og	  der	  er	  spørgsmål,	  som	  kan	  være	  besvaret	  
forkert	  pga.	  af	  en	  misforståelse	  af	  opgaveformuleringen.	  
Desuden	  kan	  rækkefølgen	  på	  nogle	  spørgsmål	  have	  påvirket	  elevernes	  svar	  i	  positiv	  retning,	  så	  man	  ikke	  
kan	  afsløre	  forståelsesmangel	  af	  visse	  begreber,	  fx	  spørgsmålene	  36a	  og	  b.	  
Multiple	  choice	  spørgsmålene	  kan	  være	  besvaret	  tilfældigt,	  men	  korrekt.	  Ydermere	  er	  der	  flere	  spørgsmål,	  
hvis	  kompleksitet	  kan	  indeholde	  flere	  typer	  vanskeligheder,	  som	  fx	  i	  spørgsmål	  6,	  10	  og	  44.	  
	  Blandt	  udvælgelseskriterierne	  kan	  vi	  nævne	  at	  vi	  har	  haft	  fokus	  på,	  at	  kandidaterne	  skal	  klare	  sig	  godt	  i	  
mere	  end	  et	  fag.	  Eleven	  skal	  være	  motiveret	  til	  at	  få	  hjælp,	  ellers	  kan	  vi	  risikere,	  at	  interventionsforløbet	  
skifter	  fokus	  til	  motivation-­‐	  og	  elevaktiveringsmetoder.	  
Vi	  vælger	  at	  interviewe	  de	  udvalgte	  elever	  for	  at	  de	  kan	  uddybe	  deres	  løsningsstrategier,	  og	  for	  at	  vi	  
dermed	  kan	  diagnosticere	  elevernes	  vanskeligheder.	  Efter	  interviewet	  har	  vi	  tilsammen	  arbejdet	  med	  fem	  
elever	  og	  har	  valgt	  at	  analysere	  og	  diskutere	  Maren	  og	  Regners	  resultater	  i	  projektet.	  	  
	  
Elevbeskrivelse	  
Maren	  
Maren	  går	  i	  1.p,	  en	  HF-­‐klasse	  med	  ca.	  20	  elever,	  der	  alle	  har	  matematik	  på	  C-­‐niveau.	  Klassen	  er	  ikke	  særlig	  
arbejdsom,	  og	  der	  er	  mange	  der	  har	  store	  matematikvanskeligheder.	  En	  screening	  i	  starten	  af	  skoleåret	  
viser,	  at	  Maren	  har	  nogle	  problemer	  med	  talforståelse	  og	  hovedregning.	  I	  hovedregningen	  er	  det	  især	  
opgaver	  hvor	  0	  indgår	  samt	  multiplikation,	  division	  og	  opgaver	  der	  involverer	  flere	  led	  (komplicerede	  
regnestykker),	  der	  synes	  vanskelige	  for	  Maren.	  Derudover	  har	  hun	  svært	  ved	  at	  nå	  opgaverne	  da	  hun	  
bruger	  for	  lang	  tid	  på	  hver	  enkelt	  opgave,	  sandsynligvis	  fordi	  hun	  regner	  på	  fingrene	  og	  ikke	  har	  
automatiseret	  fx	  gangetabeller	  mm.	  
15	  
	  
Screeningen	  tester	  ikke	  om	  eleverne	  kan	  løse	  ligninger,	  men	  man	  kan	  formode,	  at	  hendes	  vanskeligheder	  
med	  de	  elementære	  færdigheder	  gør,	  at	  hun	  også	  har	  vanskeligt	  ved	  at	  løse	  ligninger.	  
Maren	  virker	  motiveret,	  men	  har	  meget	  svært	  ved	  matematik,	  og	  det	  gør,	  at	  hun	  nogle	  gange	  opgiver	  at	  
regne	  opgaverne.	  
Maren	  besvarer	  Detektionstest1s	  opgaver	  med	  ligninger	  og	  algebraiske	  udtryk	  med	  10,7%	  korrekt	  (se	  Figur	  
7),	  der	  placerer	  hende	  som	  eleven	  med	  den	  dårligste	  præstation	  i	  klassen.	  
På	  Figur	  7	  ses	  den	  procentvise	  besvarelse	  af	  det	  udsnit	  af	  Detektionstest1,	  som	  omhandler	  ligninger	  og	  
algebraiske	  udtryk	  for	  de	  elever	  i	  klassen,	  der	  har	  deltaget	  i	  både	  Detektionstest1	  og	  Sluttest1.	  Marens	  
procentbesvarelse	  er	  markeret	  med	  rødt.	  
	  
	  
FIGUR	  7	  DETEKTIONSTEST1	  1.P	  
Regner	  
Regners	  matematiklærer	  beskriver	  ham	  og	  klassen	  på	  følgende	  måde:	  
”Regner	  går	  i	  1.q	  –	  en	  hf-­‐klasse.	  1.q	  er	  en	  klasse	  der	  virker	  til	  at	  have	  det	  rigtig	  godt	  socialt	  på	  tværs	  af	  hele	  
klassen.	  Dette	  resulterer	  i	  en	  god	  stemning	  i	  klassen,	  som	  gør	  at	  klassen	  deltager	  aktivt	  i	  timerne,	  både	  ved	  
tavleundervisning,	  opgaveregning,	  gruppearbejde	  osv.	  	  
De	  er	  gode	  til	  uopfordret	  at	  hjælpe	  hinanden	  og	  dermed	  fremme	  en	  god	  og	  seriøs	  holdning	  til	  det	  at	  arbejde	  
sammen.	  Man	  skal	  dog	  passe	  på	  at	  det	  sociale	  ikke	  tager	  overhånd,	  som	  det	  desværre	  til	  tider	  godt	  kan.	  	  
Niveauet	  i	  klassen	  er	  dog	  ret	  spredt.	  Der	  er	  flere	  rigtig	  dygtige	  elever,	  samt	  nogle	  fagligt	  meget	  svage	  elever.	  
Men	  der	  er	  en	  god	  arbejdsvilje	  ved	  de	  fleste.	  	  
	  
Regner	  virker	  til	  at	  have	  en	  rigtig	  god	  talforståelse,	  han	  har	  tit	  en	  intuition	  omkring	  løsningen	  af	  konkrete	  
regnestykker.	  Han	  arbejder	  ok	  i	  timerne,	  han	  har	  dog	  ofte	  svært	  ved	  de	  lidt	  mere	  abstrakte	  opgaver.	  Det	  
virker	  især	  til	  at	  være	  når	  der	  skal	  anvendes	  en	  vis	  form	  for	  symbolbehandling,	  at	  Regner	  kommer	  i	  
problemer.	  Dette	  resulterer	  derfor	  i	  nogle	  lidt	  rodede	  og	  forvirrende	  udregninger.	  Regner	  virker	  til	  at	  mangle	  
struktur	  på	  sine	  udregninger,	  så	  han	  vil	  kunne	  løse	  de	  lidt	  mere	  komplekse	  opgaver.	  	  
Han	  har	  altså	  de	  helt	  grundlæggede	  færdigheder,	  med	  en	  god	  talforståelse	  og	  en	  god	  intuition.	  Men	  ved	  
løsning	  af	  de	  lidt	  mere	  komplekse	  opgaver	  er	  det	  som	  om	  at	  regnereglerne	  begynder	  at	  blive	  rodet	  
sammen.”	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Regners	  besvarer	  Detektionstest1s	  opgaver	  med	  ligninger	  og	  algebraiske	  udtryk	  med	  21,4%	  korrekt	  (se	  
Figur	  8),	  han	  placeres	  dermed	  i	  blandt	  de	  dårligste	  25%	  i	  klassen.	  
På	  Figur	  8	  ses	  besvarelsen	  af	  Detektionstest1	  i	  procent	  for	  de	  elever	  i	  klassen,	  der	  har	  deltaget	  i	  både	  
Detektionstest1	  og	  Sluttest1.	  Regners	  procentbesvarelse	  er	  markeret	  med	  rødt.	  
	  
	  
FIGUR	  8	  DETEKTIONSTEST1	  1.Q	  
I	  besvarelsen	  af	  Detektionstest1	  har	  vi	  identificeret,	  at	  de	  to	  udvalgte	  elever,	  Maren	  og	  Regner,	  ingen	  tegn	  
viser	  på	  forståelse	  af	  ligninger.	  (spørgsmål	  33,	  34,	  35,	  36,	  37).	  Forståelsen	  af	  ligninger	  på	  den	  form	  som	  vi	  
arbejder	  med	  på	  gymnasialt	  niveau,	  forudsætter	  kendskab	  og	  beherskelse	  af	  andre	  matematiske	  begreber	  
som	  positive	  heltal,	  negative	  heltal,	  brøker	  (i	  mindre	  grad),	  manipulation	  af	  udtryk	  med	  bogstaver,	  
symbolerne	  ”+”	  og	  ”–”	  som	  fortegn	  for	  et	  tal	  eller	  operation	  med	  tal,	  betydningen	  af	  parentes,	  symbolet	  ”=”	  
som	  sekvens	  af	  operationer	  og	  konsekvens	  eller	  symbol	  for	  to	  størrelser	  der	  er	  lige	  store.	  Derfor	  finder	  vi	  
det	  væsentligt	  at	  betragte	  elevernes	  besvarelse	  af	  de	  spørgsmål	  som	  omhandler	  de	  ovennævnte	  begreber.	  
Den	  kommutative	  lov	  for	  multiplikation	  er	  ukendt	  (spørgsmål	  4),	  multiplikation	  af	  rationale	  tal	  på	  brøkform	  
er	  ukendt	  (spørgsmål	  6)	  og	  manipulation	  af	  udtryk	  som	  indeholder	  parentes	  (spørgsmål	  15d),	  er	  vanskeligt	  
for	  disse	  to	  elever.	  	  
Vi	  kan	  ikke	  afgøre	  om	  de	  kan	  svare	  på	  spørgsmål	  som	  indeholder	  både	  sprog	  og	  symboler	  ”Findes	  der	  nogle	  
a..”,	  da	  disse	  er	  multiple	  choice	  spørgsmål,	  som	  kan	  være	  tilfældigt	  afkrydset	  som	  tidligere	  nævnt.	  	  
Elevernes	  forståelsesniveau	  bliver	  bedre	  belyst	  under	  det	  supplerende	  interview,	  som	  beskrives	  og	  uddybes	  
i	  næste	  afsnit.	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De	  udvalgte	  elevers	  indplacering	  i	  de	  beskrevne	  modeller	  efter	  
Detektionstest1	  	  
Maren	  
I	  Marens	  besvarelse	  af	  Detektionstest1	  bemærkes,	  at	  hun	  kun	  har	  besvaret	  tre	  af	  de	  spørgsmål	  som	  
omhandler	  ligninger	  og	  algebraiske	  udtryk	  korrekt,	  hvilket	  kan	  ses	  på	  Figur	  9.	  
	  	  
	  
FIGUR	  9	  SVARPROCENT	  1.P	  DETEKTIONSTEST1	  
I	  interviewet	  bekræftes	  vi	  i,	  at	  Maren	  har	  en	  instrumentel	  forståelse,	  og	  i	  forbindelse	  med	  de	  fleste	  
begreber	  har	  hun	  ingen	  forståelse,	  det	  som	  kaldes	  præ-­‐strukturel	  forståelse	  i	  SOLO.	  	  
Talforståelse	  
Maren	  kan	  ikke	  skifte	  mellem	  forskellige	  repræsentationer	  af	  rationale	  tal,	  kender	  ikke	  den	  kommutative	  
lov	  for	  multiplikation	  og	  hun	  er	  i	  tvivl	  om	  hvad	  man	  forventer	  at	  hun	  kan	  i	  forbindelse	  med	  operationer	  med	  
irrationale	  tal.	  Dette	  kan	  ses	  ved	  at	  hun	  associerer	  kvadratrodssymbolet	  ”	  √	  ”	  med	  tal,	  og	  hun	  har	  en	  
forestilling	  om,	  at	  hun	  skal	  kunne	  regne	   2	  uden	  hjælpemidler.	  	  
Maren	  er	  meget	  usikker,	  når	  hun	  sammenligner	  to	  brøker	  med	  samme	  tæller	  og	  forskellige	  nævner,	  og	  hun	  
appellerer	  til	  eksempler	  med	  autentiske	  problemstillinger	  som	  fx	  deling	  af	  lagkager	  eller	  pizzaer.	  Dette	  kan	  
ses	  i	  følgende	  eksempel	  fra	  interviewet	  efter	  Detektionstest1:	  
	  
Interview	  
Opgave	  13	  
L:	  Hvad	  er	  størst:	  !"! 	  eller	  !"! ?	  
M:	  Det	  må	  så	  være	  !"! .	  Nej,	  det	  er	  !"! ,	  tror	  jeg.	  
L.	  Ja.	  Hvorfor	  er	  det	  størst?	  
M:	  Det	  er	  tættest	  på…	  
L:	  Hvad	  er	  størst:	  en	  tredjedel	  eller	  en	  fjerdedel?	  
M.	  Det	  er	  en	  fjerdedel,	  vel.	  
L:	  Hvad	  betyder	  en	  fjerdedel?	  
M:	  Jeg	  aner	  det	  ikke!	  Jeg	  er	  helt	  lost	  for	  det	  der…	  
L:	  Prøv	  lige	  at	  tænke	  lige	  så	  stille	  og	  roligt.	  
L:	  Hvis	  nu	  der	  står	  fjerdedel,	  hvad	  betyder	  det	  så?	  
L:	  Man	  kan	  forestille	  sig	  en	  lagkage.	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M:	  Der	  er…	  Man	  har	  fire	  i	  sin	  lagkage.	  Så	  er	  der…	  Så	  har	  vi	  taget…	  
L:	  Hvis	  nu	  er	  lagkagen	  delt	  i	  fjerdedele,	  hvor	  mange	  stykker	  er	  det	  så	  delt	  i	  én	  lagkage?	  
M:	  Så	  er	  den	  delt	  i	  fire.	  
L:	  Ok.	  Hvis	  den	  er	  delt	  i	  tredjedele,	  hvor	  meget	  bliver	  den	  så	  delt	  i?	  
M.	  I	  tre.	  
L:	  Hvad	  er	  størst	  tror	  du?	  
M:	  Ja.	  Det	  er	  fire	  jo.	  Så…	  Nej!	  Så	  er	  det	  tre!	  
L:	  Ja,…	  
M:	  Det	  er	  jo	  færre	  der.	  
L:	  Ja.	  Så	  bliver	  der	  mere	  til	  hver.	  Det	  er	  rigtigt.	  
L:Så…	  hvad	  bliver	  så	  den	  rigtige	  her	  (peger	  på	  det	  oprindelige	  spørgsmål)	  
M:	  Det	  gør	  den	  her	  (peger	  på	  !"! )	  
L:	  Det	  er	  rigtigt!	  
	  
Maren	  kan	  bedst	  addere	  og	  subtrahere	  positive	  heltal	  hvor	  resultatet	  er	  et	  tal	  inden	  for	  naturlige	  tal.	  Hun	  
multiplicerer	  langsomt	  på	  fingrene	  -­‐	  højt	  sandsynligt	  en	  udenadslæring,	  som	  en	  remse.	  
Negative	  heltal	  er	  vanskelige	  at	  operere	  med,	  Maren	  har	  svært	  ved	  at	  skelne	  mellem	  symbolet	  ”-­‐”	  som	  
fortegn	  for	  et	  negativt	  tal	  eller	  som	  symbol	  for	  subtraktion.	  	  	  
Der	  skal	  dog	  bemærkes	  at	  testen	  ikke	  indeholder	  addition	  eller	  multiplikation	  af	  to	  negative	  tal,	  operationer	  
som	  vi	  finder	  sværere	  i	  forhold	  til	  addition	  og	  multiplikation	  af	  et	  positivt	  og	  et	  negativt	  tal.	  	  
Ud	  fra	  Marens	  besvarelse	  af	  Detektionstest1s	  opgaver	  som	  forudsætter	  talforståelse,	  samt	  det	  
efterfølgende	  interview	  kan	  vi	  konkludere	  at	  hendes	  forståelse	  kan	  indplaceres	  i	  forhold	  til	  de	  tre	  
gennemgåede	  modeller	  på	  følgende	  måde:	  
SOLO:	  Marens	  forståelse	  af	  naturlige	  tal	  er	  på	  et	  unistrukturelt	  /	  multistrukturelt	  niveau,	  hun	  kan	  godt	  
addere	  og	  subtrahere	  naturlige	  tal,	  men	  hun	  kan	  kun	  med	  besvær	  gange	  og	  dividere	  naturlige	  tal.	  Marens	  
forståelse	  af	  negative	  og	  rationale	  tal	  er	  derimod	  på	  vej	  mod	  begyndelsen	  af	  et	  unistrukturelt	  niveau.	  Der	  er	  
mange	  misforståelser	  og	  tilfældigheder	  i	  hendes	  svar	  i	  forhold	  til	  operationer	  med	  rationale	  tal.	  Der	  er	  med	  
andre	  ord	  tale	  om	  en	  overfladeforståelse	  midt	  i	  den	  kvantitative	  fase.	  
Skemp:	  Maren	  har	  en	  meget	  lav	  instrumental	  intuitiv	  forståelse	  af	  negative	  heltal	  og	  rationale	  tal.	  Det	  tyder	  
på,	  at	  hun	  har	  svært	  ved	  at	  forholde	  sig	  til	  reglerne	  for	  operationer	  med	  tal	  ud	  over	  de	  naturlige	  tal.	  Hun	  har	  
begrænset	  kendskab	  til	  den	  kommutative	  lov	  for	  addition	  og	  multiplikation	  og	  operationernes	  hierarki.	  Det	  
virker	  som	  om	  der	  er	  for	  mange	  regler	  hun	  er	  blevet	  præsenteret	  for,	  som	  virker	  overvældende	  og	  
uoverskuelige	  for	  hende.	  	  
En	  relationel	  tilgang	  vil	  hjælpe	  Maren	  til	  at	  få	  et	  bedre	  overblik	  og	  en	  større	  sikkerhed	  i	  forhold	  til	  
talforståelse.	  Dette	  er	  også	  illustreret	  i	  Figur	  10.	  
Sfard:	  Ifølge	  Anna	  Sfards	  model	  er	  Marens	  forståelse	  for	  naturlige	  tal	  på	  vej	  igennem	  en	  kondenseringsfase;	  
hun	  er	  ikke	  parat	  til	  at	  behandle	  negative	  tal,	  hun	  er	  bl.a.	  ikke	  fortrolig	  med	  repræsentation	  af	  tal	  på	  en	  
tallinje.	  Maren	  har	  en	  operationel	  forståelse	  af	  negative	  heltal	  samt	  rationale	  tal.	  Hendes	  usikkerhed	  under	  
interviewet	  tyder	  på,	  at	  Maren	  skal	  opnå	  en	  stabil	  strukturel	  forståelse	  af	  naturlige	  tal	  før	  hun	  kan	  udvikle	  
et	  højere	  forståelsesniveau	  af	  rationale	  tal	  som	  brøker.	  En	  brøk	  er	  ikke	  et	  selvstændigt	  tal	  for	  Maren,	  det	  er	  
noget	  hun	  forbinder	  med	  en	  lagkagedeling.	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Manipulation	  af	  algebraiske	  udtryk	  
Maren	  kan	  ikke	  regne	  med	  bogstaver,	  her	  har	  hun	  behov	  for	  at	  erstatte	  bogstavet	  med	  et	  tal,	  helst	  1	  eller	  0,	  
og	  hun	  kan	  ikke	  overføre	  sin	  viden	  fra	  et	  tidligere	  eksempel,	  selv	  om	  det	  nye	  i	  opgaven	  er,	  at	  hun	  skal	  
addere	  nul	  med	  et	  tocifret	  tal	  i	  stedet	  for	  etcifret	  tal.	  
Følgende	  opgave	  illustrerer	  Marens	  usikkerhed	  da	  under	  interviewet	  svarer	  forkert	  på	  et	  spørgsmål	  som	  
hun	  har	  besvaret	  korrekt	  i	  den	  skriftlige	  test.	  	  
	  
Interview:	  
Opgave	  14	  	  
L:	  Nul	  gange	  x.	  
M:	  Ehm	  (bekræftende).	  	  
L:	  Hvad	  er	  det?	  
M:	  Og	  x	  det	  er	  bare	  1?	  
L:	  x	  kan	  være	  hvad	  som	  helst.	  	  
M:	  Nå.	  Ok.	  
M:	  Jeg	  siger…	  Hvad	  skal	  jeg	  sige?	  Jeg	  ved	  ikke	  hvad	  x	  er!	  Altså…	  
L:	  Nej,	  men	  du	  har	  et	  bud	  på,	  at	  det	  måske	  er	  nul	  (L	  henviser	  til	  den	  skriftlige	  besvarelse	  af	  opgaven,	  som	  er	  
korrekt).	  
M:	  Ja	  -­‐	  jeg	  ved	  det	  virkelig	  ikke.	  
Opgave	  15a	  
L.:	  Hvad,	  hvis	  vi	  siger	  nul	  plus	  x?	  (pause)	  Hvor	  meget	  vil	  vi	  så	  have?	  	  
M:	  …	  
L:	  Og	  du	  må	  sige	  et	  eller	  andet,	  hvad	  du	  synes	  at	  x	  skal	  være.	  Hvis	  det	  lige	  er	  lidt	  nemmere…	  
M:	  Skal	  vi	  ikke	  bare	  sige	  at	  x	  er	  nul?	  
L:	  x	  må	  ikke	  være	  nul.	  Det	  synes	  jeg	  ikke,	  at	  x	  skal	  være-­‐	  det	  er	  kedeligt.	  Hvis	  nu	  x	  var	  5?	  
M:	  Ja.	  
L:	  hvad	  vil	  det	  så	  give?	  
M:	  5…	  fordi…	  	  der	  er	  ikke	  noget	  plus	  ud	  over	  de	  fem.	  
L:	  Hvis	  x	  var	  5,	  så	  vil	  det	  give	  5.	  Hvad	  nu	  hvis	  x	  var	  17,	  hvad	  vil	  det	  så	  give?	  
M:	  Altså,	  står	  der	  stadigvæk	  de	  nul	  der?...	  plus	  17	  nu.	  
L:	  Ja	  
M:	  ….	  
M:	  Jeg	  ved	  det	  ikke,	  jeg	  er	  fuldstændig	  lost!	  
Opgave	  15b	  
L:	  Hvis	  nu	  vi	  siger	  x-­‐x,	  hvad	  giver	  det?	  
M:	  …minus	  x.	  Jeg	  ved	  det	  ikke.	  
	  
Andre	  dele	  af	  interviewet	  vil	  vise	  de	  samme	  mønstre	  i	  Marens	  besvarelse	  af	  opgaver,	  der	  omhandler	  
manipulation	  af	  bogstaver.	  	  
Dette	  eksempel	  afslører	  ikke	  blot	  at	  Maren	  har	  svært	  ved	  at	  forstå	  udtryk	  som	  indeholder	  bogstaver,	  men	  
også	  hendes	  usikkerhed	  i	  operationer	  med	  tal.	  
	  
Ved	  at	  benytte	  de	  tre	  modeller,	  kan	  man	  opsummere	  følgende	  om	  Marens	  forståelsesniveau:	  
	  
20	  
	  
SOLO:	  Maren	  forståelse	  er	  på	  et	  præ-­‐strukturelt	  niveau	  i	  begyndelsen	  af	  den	  kvantitative	  fase,	  hun	  har	  med	  
andre	  ord	  ingen	  forståelse.	  Nogle	  få	  gange	  under	  interviewet	  kan	  man	  næsten	  blive	  overbevist	  om	  at	  
Maren	  er	  ved	  at	  forstå	  hvordan	  man	  opererer	  med	  udtryk	  med	  bogstaver,	  men	  kommer	  man	  dybere	  ind	  og	  
spørger	  igen,	  viser	  Maren	  tydelige	  misforståelser	  af	  begreberne.	  	  
Skemps	  model	  har	  som	  det	  laveste	  forståelsesniveau	  den	  instrumentelle	  forståelse,	  men	  her	  er	  vi	  i	  tvivl	  om	  
Marens	  forståelse	  kan	  karakteriseres	  som	  instrumental,	  da	  hun	  ikke	  har	  kendskab	  til	  reglerne.	  Med	  andre	  
ord	  ved	  Maren	  hverken	  hvad	  reglen	  siger	  eller	  hvorfor	  den	  gælder,	  altså	  ingen	  forståelse,	  derfor	  er	  der	  
ingen	  afkrydsning	  i	  søjlerne	  bogstaver	  og	  parenteser	  i	  Figur	  10.	  	  	  
Sfard:	  Ifølge	  Sfards	  model	  er	  Marens	  forståelse	  på	  et	  lavt	  operationelt	  niveau	  og	  går	  igennem	  en	  
internaliseringsproces.	  
	  
Løsning	  af	  ligninger	  
Vi	  er,	  ved	  hjælp	  af	  Detektionstest1	  og	  det	  efterfølgende	  interview,	  kommet	  frem	  til	  følgende	  placering	  i	  
forhold	  til	  de	  tre	  modeller:	  
SOLO:	  Marens	  forståelse	  af	  ligninger	  er	  i	  begyndelsen	  af	  et	  uni-­‐strukturelt	  niveau,	  hun	  har	  en	  
overfladeforståelse	  og	  er	  midt	  i	  den	  kvantitative	  fase.	  Hun	  kan	  godt	  genkende	  en	  ligning	  de	  fleste	  gange,	  og	  
hun	  kender	  nogle	  regler	  der	  gælder	  i	  forbindelse	  med	  omskrivning	  af	  ligninger.	  Marens	  forståelse	  af	  løsning	  
for	  en	  ligning	  ligger	  på	  et	  præ-­‐strukturelt	  niveau	  –	  hun	  har	  ingen	  idé	  om	  hvad	  det	  vil	  sige,	  at	  et	  tal	  er	  løsning	  
for	  en	  ligning,	  og	  hvordan	  man	  verificerer	  det.	  
Skemp:	  Maren	  har	  en	  instrumentel	  intuitiv	  forståelse	  af	  ligningsbegrebet	  –	  hun	  kan	  godt	  huske	  at	  hun	  skal	  
få	  noget	  væk,	  men	  det	  virker	  meget	  tilfældigt	  hvad	  hun	  vælger	  at	  gøre	  under	  omskrivningen	  af	  en	  ligning.	  
Dette	  ses	  flere	  gange,	  men	  også	  i	  det	  eksempel,	  som	  er	  gengivet	  nedenunder.	  Vi	  er	  ikke	  i	  tvivl	  om,	  at	  Maren	  
har	  vanskeligheder	  med	  ligningsløsning,	  men	  hvis	  vi	  følger	  hendes	  svar,	  reaktioner	  og	  tempo,	  kan	  man	  
bemærke	  at	  hun	  fejler,	  når	  hun	  skal	  reducere	  led	  som	  indeholder	  bogstaver,	  og	  når	  hun	  skal	  regne	  med	  
negative	  heltal.	  Dermed	  har	  vi	  en	  mistanke	  om,	  at	  Marens	  overfladeforståelse	  af	  begreber	  som	  er	  centrale	  
for	  ligningsløsning,	  blokerer	  for	  forståelsen	  af	  ligningsbegrebet.	  Ligningsbegrebet	  forudsætter	  forståelse	  af	  
andre	  elementære	  begreber,	  som	  fx	  negative	  tal,	  parentes,	  fortegn	  kontra	  operationer.	  
Løsning	  af	  ligninger	  er	  ikke	  engang	  på	  et	  instrumentalt	  niveau.	  Se	  Figur	  10	  
Sfard:	  Maren	  har	  en	  operationel	  forståelse	  af	  ligningsbegrebet	  og	  er	  igennem	  en	  internaliseringsfase.	  
	  
Interview:	  
Opgave	  35	  
Løs	  ligningen	  3𝑥 + 20 = 𝑥 + 64.	  
L:	  Skriv	  lige	  herover	  3𝑥 + 20 = 𝑥 + 64.	  
M:	  (skriver	  ligningen	  op).	  	  
L.	  Ja.	  Hvad	  skal	  vi	  gøre	  for	  at	  løse	  den?	  
M:	  Så	  skal	  du	  have	  de	  64	  væk.	  	  
L:	  Ja…	  
M:	  Så	  siger	  vi	  igen	  3𝑥 + 20 − 64 = 𝑥 + 64 − 64	  
L:	  Det	  gør	  det,	  ja.	  
M:	  Så	  har	  vi	  stadigvæk	  x,	  men	  vi	  har	  ikke	  64	  længere.	  
L:	  Det	  er	  rigtigt.	  
M:	  Så	  har	  vi	  de	  her	  3x,	  og	  så	  har	  vi	  plus	  20,	  så	  har	  vi	  ikke	  det	  der	  (peger	  på	  -­‐64	  på	  venstre	  side	  af	  
lighedstegnet)	  
L:	  Hvad	  med	  de	  minus	  64?	  
M:	  Dem	  har	  vi	  ikke.	  
L:	  Forsvinder	  de	  bare	  helt	  ud	  af	  de	  hele?	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M:	  De	  er	  gået	  væk,	  fordi	  det	  har	  vi	  jo…	  
L:	  Ja,	  det	  gør	  det	  derovre.	  (peger	  på	  højre	  side	  af	  lighedstegnet).	  Gør	  de	  da	  også	  på	  den	  anden	  side?	  
M:	  (meget	  overbevisende)	  Nej.	  Så	  skal	  vi	  trække	  dem	  fra	  igen	  -­‐	  to	  gange!	  
L:	  Aarh…	  	  	  
M:	  Er	  det	  bare	  én	  gang	  igen?	  
L:	  Det	  tror	  jeg.	  
M:	  Og	  så	  x	  (skriver	  3x),	  og	  så	  x+	  20.	  Og	  nu	  er	  de	  så	  gået	  væk.	  
L:	  Ok	  
M:	  Eller	  hvad?	  Er	  de	  stadigvæk	  ikke	  det?	  
L:	  Det	  tror	  jeg	  ikke	  de	  er.	  De	  er	  ikke	  gået	  væk.	  
M:	  Ja,	  men	  jeg	  skal	  gøre	  det	  samme	  hele	  vejen	  ned	  
L:	  Det	  er	  rigtigt.	  Er	  der	  nogle	  af	  dem	  man	  kan	  reducere	  på?	  Er	  der	  noget	  herover	  på	  venstre	  side	  du	  godt	  kan	  
reducere?	  Der	  står	  3𝑥 + 20 − 64	  
M:	  De	  20…	  
L:	  Ja,	  måske.	  
M:	  Men	  også	  det	  der	  3x.	  Jeg	  ved	  det	  ikke.	  
L:	  Det	  er	  i	  orden.	  	  
	  
Det	  er	  interviewets	  sidste	  opgave,	  hvorefter	  læreren	  tilbyder	  Maren	  at	  deltage	  i	  et	  interventionsprogram.	  
Maren	  accepterer	  det,	  og	  hun	  siger	  ”jeg	  bruger	  meget	  tid	  på	  afleveringerne,	  jeg	  bruger	  meget	  mere	  tid	  end	  
jeg	  overhovedet	  har.”	  
Det	  ser	  ud	  til,	  at	  Maren	  gerne	  vil	  lære,	  at	  hun	  gerne	  vil	  opnå	  en	  dybdeforståelse.	  	  
	  
	  
Maren	   	   ℕ	   ℤ!	   ℚ	   ℝ	   Bogstaver	   Fortegn	   Parenteser	   Ligninger	   Ligningsløsning	  
Instrumentel	   Intuitiv	   x	   x	   x	   x	   	   x	   	   x	   	  
	   Refleksiv	   x	   	   	   	   	   	   	   	   	  
Relationel	   Intuitiv	   x	   	   	   	   	   	   	   	   	  
	   Refleksiv	   x	   	   	   	   	   	   	   	   	  
Logisk	   Intuitiv	   x	   	   	   	   	   	   	   	   	  
	   Refleksiv	   x	   	   	   	   	   	   	   	   	  
Symbolsk	   Intuitiv	   x	   	   x	   x	   	   	   	   	   	  
	   Refleksiv	   x	   	   	   	   	   	   	   	   	  
FIGUR	  10	  AFKRYDSNINGSTABEL	  FOR	  MAREN	  I	  FORHOLD	  TIL	  SKEMPS	  MODEL	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Regner	  
Regner	  besvarer	  seks	  af	  spørgsmålene	  der	  omhandler	  ligninger	  og	  algebraiske	  udtryk,	  korrekt,	  hvilket	  ses	  på	  
Figur	  11.	  Dette	  tyder	  på,	  at	  Regner	  har	  kendskab	  til	  inverse	  elementer	  for	  addition	  og	  det	  neutrale	  element	  
for	  addition	  både	  for	  tal	  og	  bogstaver.	  
	  
	  
FIGUR	  11	  SVARPROCENT	  1.Q	  DETEKTIONSTEST1	  
	  
Talforståelse	  	  
Regner	  har	  forståelse	  af	  tal,	  også	  brøker	  og	  potens,	  men	  kvadratroden	  volder	  problemer.	  Dog	  har	  Regner	  
svært	  ved	  at	  regne	  sikkert	  med	  brøker,	  og	  resultater	  angives	  ikke	  som	  brøk,	  men	  omregnes	  til	  decimaltal	  
hvis	  det	  er	  muligt.	  
Vanskelighederne	  med	  brøker	  ses	  fx	  i	  opgaver	  som:	  
	  
Interview	  
Opgave	  6:	  𝐻𝑣𝑎𝑑  𝑒𝑟     !!    ∙ !! ?	  
	  
R:	  Når	  man	  ganger,	  skal	  man	  gange	  nævner	  med	  nævner	  og	  tæller	  med	  tæller	  så…	  
Læreren	  har	  en	  forestilling	  om,	  at	  Regners	  blokering	  skyldes	  vanskeligheder	  med	  manipulation	  af	  
bogstaver.	  For	  at	  undersøge	  om	  dette	  er	  årsagen,	  erstatter	  læreren	  a	  med	  1	  og	  b	  med	  3.	  	  
	  
R:	  hvis	  det	  er	  1	  og	  3	  så	  er	  det	  3	  og	  hvis	  der	  står	  1	  gange…	  så	  er	  det	  4	  
	  
Det	  er	  en	  indikation	  på,	  at	  Regner	  lægger	  tallene	  sammen,	  derfor	  får	  han	  resultatet	  4.	  
I	  den	  skriftlige	  besvarelse	  har	  Regner	  her	  skrevet	  𝑎 ∙ 𝑎  og  𝑏 ∙ 𝑏	  uden	  brøkstreg.	  Dette	  tyder	  på,	  at	  Regner	  
kan	  opremse	  reglen	  for	  multiplikation	  af	  brøker,	  man	  at	  han	  ikke	  kan	  anvende	  den.	  
	  
L:	  Du	  sagde	  du	  ganger	  tæller	  med	  tæller	  og	  nævner	  med	  nævner,	  hvad	  skriver	  du	  her?	  	  
Her	  står	  𝑎 ∙ 𝑏  hvad	  står	  der?	  (peger	  på	  nævneren)	  
R:	  Øh..?	  
L:	  Du	  vil	  gange	  tæller	  med	  tæller	  og	  nævner	  med	  nævner,	  men	  jeg	  er	  i	  tvivl	  om	  hvad	  der	  er	  mellem	  b	  og	  a?	  
R:	  Også	  gange?	  
L:	  Ja	  det	  er	  også	  gange.	  
R:	  Så	  det	  er…hvis	  𝑎 = 1  𝑜𝑔  𝑏 = 3	  så	  er	  𝑏 ∙ 𝑎 = 3  	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  svarprocent	   Regner	  svarer	  korrekt	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L:	  Hvad	  vil	  du	  sige	  om	  de	  to	  størrelser	  ab	  og	  ba?	  Hvordan	  er	  de	  i	  forhold	  til	  hinanden?	  
R:	  Jeg	  ved	  det	  ikke	  
L:	  Med	  taleksemplet	  var	  de	  ens,	  der	  var	  det	  3	  i	  tælleren	  og	  3	  i	  nævneren,	  kan	  du	  sige	  noget	  om	  de	  to?’	  
R:	  De	  er	  det	  samme	  –	  det	  giver	  1	  
L:	  Er	  det	  også	  det	  samme	  med	  ab	  og	  ba?	  
R:	  Ja	  –	  bortset	  fra	  at	  de	  er	  omvendt	  
L:	  Betyder	  det	  noget	  at	  de	  er	  omvendt?	  
R:	  Nej.	  
L:	  Hvad	  vil	  det	  så	  blive?	  Med	  3	  og	  3	  bliver	  det	  1	  hvad	  med	  !"!"?	  
R:	  …	  
	  
Denne	  opgave	  er	  svær	  fordi	  den	  både	  forudsætter	  forståelse	  af	  brøker	  og	  manipulation	  af	  bogstaver.	  Man	  
kan	  se,	  at	  Regner	  har	  svært	  ved	  at	  forstå	  udtryk	  med	  bogstaver,	  men	  han	  har	  heller	  ingen	  kendskab	  til	  
operationer	  med	  brøker.	  Han	  har	  behov	  for	  at	  erstatte	  bogstaverne	  med	  tal	  for	  at	  kunne	  manipulere	  med	  
dem.	  	  	  
	  
SOLO:	  Regner	  befinder	  sig	  på	  et	  præ-­‐strukturelt	  niveau	  på	  vej	  mod	  et	  uni-­‐strukturelt	  niveau,	  dvs.	  han	  har	  
en	  overfladeforståelse	  af	  brøker.	  	  Udviklingen	  af	  hans	  forståelse	  af	  rationale	  tal	  er	  dermed	  midt	  i	  den	  
kvantitative	  fase.	  Regner	  er	  i	  stand	  til	  at	  anvende	  simple	  løsningsmetoder,	  fx	  multiplikation	  af	  brøker,	  men	  
er	  ikke	  i	  stand	  til	  at	  se,	  at	  ab	  og	  ba	  er	  det	  samme,	  med	  mindre	  man	  anvender	  et	  taleksempel.	  Han	  kan	  altså	  
genkende	  og	  anvende	  den	  kommutative	  lov	  for	  multiplikation	  af	  tal,	  men	  han	  kan	  ikke	  overføre	  dette	  til	  at	  
gælde	  for	  bogstaver.	  	  
Skemp:	  I	  Skemps	  forståelsesmodel	  vil	  der	  være	  tale	  om	  en	  instrumental,	  intuitiv	  forståelse.	  Regner	  kender	  
reglen	  for	  multiplikation	  af	  brøker,	  men	  han	  kan	  ikke	  anvende	  den,	  og	  han	  ved	  ikke	  hvorfor	  og	  hvornår	  den	  
gælder.	  Se	  Figur	  12.	  
Sfard:	  Ifølge	  Sfards	  model	  er	  Regners	  forståelse	  på	  et	  operationelt	  niveau	  og	  går	  igennem	  en	  
internaliseringsproces.	  
	  
	  
Manipulation	  af	  algebraiske	  udtryk	  
Når	  det	  kommer	  til	  manipulation	  med	  bogstavudtryk,	  har	  Regner	  nogle	  blokeringer.	  Det	  ses	  at	  Regner	  har	  
vanskeligt	  ved	  at	  arbejde	  med	  bogstavudtryk,	  og	  han	  er	  ikke	  glad	  for	  at	  regne	  med	  parenteser,	  og	  han	  har	  
problemer	  med	  fortegnet	  minus	  foran	  parentesen.	  	  	  
Interview	  
Opgave	  15	  d)	  a + b − a − b 	  
R:	  Jeg	  er	  ikke	  så	  god	  til	  parenteser.	  
L:	  Hvad	  er	  ikke	  så	  godt?	  
R:	  Det	  er	  noget	  med	  at	  der	  er	  gange	  foran	  parentesen	  eller	  sådan	  noget.	  
L:	  Det	  er	  minus	  her	  (henviser	  til	  minustegnet	  foran	  parentesen)	  
R:	  ?	  
L:	  Hvis	  nu	  vi	  har	  3+5	  i	  en	  parentes	  med	  minus	  foran,	  hvad	  er	  så	  resultatet?	  
R:	  2	  
L:	  Hvad	  er	  3+5?	  
R:	  8	  
L:	  Og	  så	  var	  det	  minus	  
R:	  Minus	  8	  
L:	  Hvis	  nu	  der	  var	  5-­‐3	  i	  parentesen	  med	  minus	  foran?	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R:	  Så	  bliver	  det	  8	  
L:	  Pas	  på,	  jeg	  har	  lavet	  noget	  andet	  her.	  
R:	  Så	  bliver	  det	  2	  
L:	  Og	  minus	  
R:	  -­‐2	  
	  
Her	  er	  det	  tydeligt,	  at	  det	  ikke	  kun	  er	  manipulation	  med	  bogstaver	  der	  blokerer	  for	  forståelsen,	  men	  at	  
parenteser	  og	  minus	  foran	  parentes	  heller	  ikke	  er	  forstået.	  
	  
SOLO:	  Vi	  vil	  karakterisere	  Regners	  forståelse	  som	  værende	  på	  et	  præ-­‐strukturel	  niveau	  idet	  Regner	  ingen	  
idé	  har	  om	  hvad	  parentesen	  betyder.	  
Skemp:	  Regners	  forståelse	  er	  på	  en	  instrumentelt	  niveau,	  han	  kender	  nogle	  af	  reglerne	  for	  regning	  med	  
parenteser,	  men	  han	  ved	  ikke	  hvorfor	  de	  gælder,	  og	  han	  kan	  ikke	  overføre	  fra	  et	  eksempel	  til	  et	  andet.	  Se	  
Figur	  12.	  
Sfard:	  ifølge	  Sfard	  befinder	  Regners	  forståelse	  dig	  på	  et	  operationelt	  niveau	  på	  vej	  gennem	  internalisering	  
	  
Løsning	  af	  ligninger	  
Regner	  kan	  genkende	  en	  ligning	  uafhængigt	  af	  hvilken	  betegnelse	  den	  ubekendte	  har,	  men	  hvis	  han	  skal	  
opskrive	  ligningen,	  bruger	  han	  x	  som	  ubekendt	  i	  stedet	  for	  fx	  b.	  Han	  kan	  ikke	  løse	  ligningen,	  og	  han	  har	  
ingen	  kendskab	  til	  hvad	  man	  kan	  gøre	  for	  at	  omskrive	  ligninger.	  Regner	  ved	  heller	  ikke	  hvordan	  man	  kan	  
verificerer	  at	  et	  tal	  er	  løsning	  til	  en	  ligning.	  
Dette	  kan	  ses	  ved	  følgende	  eksempel:	  	  
	  
Interview	  
Opgave	  18	  Findes	  der	  værdier	  af	  b	  så	  4b = 4 + b?	  
R:	  Nej.	  
L:	  Hvad	  er	  det	  vi	  har	  her?	  
R:	  Det	  er	  en	  ligning.	  
L:	  Hvad	  er	  den	  ubekendte	  i	  ligningen?	  Hvad	  er	  det	  vi	  ikke	  kender?	  
R:	  Det	  er	  b.	  
L:	  Kan	  du	  løse	  ligningen?	  
R:	  Ja	  	  (opskriver:	  4x = 4 + x)	  
L:	  Hvad	  skal	  man?	  Hvad	  er	  det	  man	  kan	  i	  en	  ligning?	  
R:	  Det	  ved	  jeg	  ikke.	  
L:	  Kan	  man	  få	  alle	  x’erne	  til	  at	  stå	  på	  samme	  side?	  
R:	  Det	  ved	  jeg	  ikke.	  
L:	  (forklarer	  om	  ligninger	  og	  betydningen	  af	  ligningen,	  samt	  hvordan	  man	  kan	  løse	  ligningen	  ved	  fx	  at	  
trække	  x	  fra	  på	  begge	  sider	  af	  lighedstegnet.)	  
R:	  Så	  skal	  man	  bare	  tage	  x’erne	  væk.	  
L:	  4x	  skal	  blive	  stående	  (forklarer	  nødvendigheden	  af	  at	  gøre	  det	  samme	  på	  begge	  sider	  af	  lighedstegnet	  ved	  
at	  benytte	  balancemodellen	  (Vlassis,	  2002)	  	  
Ligningen	  på	  papiret	  er	  nu:	  4x − x = 4 + x − x	  
R:	  Så	  bliver	  det	  4	  (på	  venstre	  side)	  
L:	  Hvilken	  operation	  er	  der	  mellem	  4	  og	  x?	  
R:	  Man	  kan	  ikke	  bare	  regne	  tal	  og	  bogstaver	  sammen.	  	  
Her	  forekommer	  en	  korrekt	  regel,	  men	  som	  er	  irrelevant	  i	  denne	  sammenhæng.	  Det	  virker	  som	  om	  Regner	  
tror	  at	  vi	  forventer	  at	  han	  skal	  beregne	  udtrykket	  4 ∙ x.	  
L:	  Hvad	  betyder	  4x?	  Hvad	  kan	  x	  være?	  
25	  
	  
R:	  x	  kan	  være	  1	  
L:	  Hvad	  ville	  det	  så	  blive?	  
R:	  4	  
L:	  Hvis	  nu	  x	  var	  2	  
R:	  8	  
L:	  Hvad	  gør	  du	  med	  x’erne?	  Lægger	  sammen?	  Trækker	  fra?	  Ganger?	  Dividerer?	  
R:	  Lægger	  sammen…	  nej	  ganger	  
L:	  Ja	  
R:	  4x − x  er  3x  
L:	  Hvad	  med	  højre	  side?	  
R:	  Så	  lægger	  jeg	  4	  og	  x	  sammen	  
L:	  Var	  det	  ikke	  det	  du	  ikke	  måtte?	  Ved	  du	  hvad	  x	  er?	  
R:  4 + x − x	  er	  4	  da	  x − x	  er	  0	  
L:	  Hvis	  3x=4	  hvad	  er	  så	  1x?	  
R:	  Så	  må	  x	  være…	  det	  er	  svært	  at	  regne	  i	  hovedet.	  
L:	  Hvilken	  operation	  skal	  du	  gøre?	  
R:	  Dele	  4	  op	  i	  3	  
L:	  Det	  er	  noget	  med	  at	  dele.	  Hvordan	  vil	  du	  skrive	  det?	  
R:	  x=1,33	  
L:	  Hvad	  er	  så	  svaret	  på	  spørgsmålet?	  
R:	  Jeg	  forstår	  ikke	  hvad	  der	  menes	  med	  ”findes	  der	  nogle	  værdier”	  
L:	  Kan	  man	  sætte	  et	  tal	  ind	  på	  b’s	  plads	  så	  ligningen	  passer?	  
R:	  Nej,	  ud	  fra	  det	  der	  (4b = 4 + b)	  
L:	  Ud	  fra	  det	  og	  det	  vi	  lige	  har	  lavet	  (løsning	  af	  ligningen	  4x = 4 + x)	  
R:	  Ud	  fra	  ligningen	  så	  burde	  vi	  kunne	  gøre	  det,	  forskellen	  er	  b.	  
L:	  Hvis	  vi	  i	  stedet	  for	  x	  skriver	  b?	  
R:	  1,3	  ind?	    1,3 ∙ 4 =	  
L:	  Vil	  det	  være	  lig	  med	  hinanden?	  
R:	  Det	  vil	  være	  nogenlunde	  det	  samme.	  
	  
Man	  kan	  her	  se,	  at	  Regners	  forståelse	  i	  forhold	  til	  ligningsløsning	  er	  på	  et	  meget	  lavt	  niveau.	  
Indplacering	  i	  forhold	  til	  de	  tre	  modeller:	  
SOLO:	  Ifølge	  SOLO	  befinder	  Regner	  sig	  på	  et	  uni-­‐strukturelt	  taksonomisk	  niveau	  i	  forhold	  til	  
ligningsbegrebet,	  og	  de	  begreber,	  der	  er	  grundlæggende	  for	  ligningsforståelse,	  ligger	  på	  et	  højere	  
forståelsesniveau	  end	  Marens,	  men	  i	  forhold	  til	  ligningsløsning	  er	  Regners	  forståelse	  på	  et	  præ-­‐strukturelt	  
niveau.	  
Skemp:	  Ifølge	  Skemp	  modellen	  befinder	  Regner	  sig	  på	  et	  instrumentelt	  niveau	  i	  forhold	  til	  manipulation	  af	  
udtryk	  med	  bogstaver.	  
Når	  det	  gælder	  ligninger	  og	  ligningsløsning	  er	  hans	  forståelse	  på	  et	  instrumentalt	  intuitivt	  niveau	  (dog	  tæt	  
på	  ingen	  forståelse).	  Se	  Figur	  12.	  	  
Sfard:	  Regners	  forståelse	  er	  på	  et	  operationelt	  niveau	  gennem	  internalisering.	  
For	  at	  opsummere	  Regners	  forståelse	  i	  forhold	  til	  tal/symbolbehandling	  og	  ligningsløsning	  ved	  
Detektionstest1,	  så	  er	  han	  generelt	  på	  et	  præstrukturelt	  niveau,	  hvor	  han	  oftest	  ikke	  har	  nogen	  idé	  til	  hvad	  
han	  skal	  gøre	  –	  dog	  er	  der	  enkelte	  regler	  han	  kan	  huske	  (fx	  at	  gange	  brøker	  sammen),	  men	  som	  han	  dog	  har	  
svært	  ved	  at	  anvende	  korrekt.	  I	  flere	  tilfælde	  kan	  Regner	  udskifte	  en	  ubekendt	  med	  tallet	  1,	  og	  derefter	  kan	  
han	  finde	  ud	  af	  hvad	  man	  gør	  for	  at	  løse	  det	  nye	  (simplere)	  problem.	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Et	  enkelt	  sted	  i	  Detektionstest1	  viser	  Regner	  dog	  tegn	  på	  logisk	  intuitiv	  forståelse	  (Skemp)	  	  nemlig	  i	  opgave	  
31:	  
Hvis	  P	  er	  antallet	  af	  professorer	  og	  S	  er	  antallet	  af	  studerende,	  hvad	  udtrykker	  følgende	  ligning	  da	  om	  
sammenhængen	  mellem	  antallet	  af	  professorer	  og	  antallet	  af	  studerende:	  6 ∙ 𝑃 = 𝑆?	  
	  
Her	  svarer	  Regner	  korrekt,	  at	  antallet	  af	  studerende	  er	  seks	  gange	  så	  stort	  som	  antallet	  af	  professorer.	  
Dog	  tillægger	  vi	  dette	  korrekte	  svar	  det	  faktum,	  at	  opgaven	  er	  stillet	  så	  den	  logisk	  giver	  mening.	  Det	  vil	  være	  
naturligt	  for	  en	  elev	  at	  tænke,	  at	  der	  er	  flere	  studerende	  end	  professorer,	  mens	  hvis	  opgaven	  var	  blevet	  
stillet	  med	  det	  omvendte	  svar,	  at	  der	  var	  flere	  professorer	  end	  studerende,	  ville	  Regner	  have	  svaret	  det	  
samme	  som	  ovenfor,	  da	  det	  er	  det	  som	  intuitivt	  giver	  mest	  mening.	  
Dette	  testes	  i	  Sluttest1	  ved	  afslutningen	  af	  forløbet.	  
	  
	  
Regner	   	   ℕ	   ℤ!	   ℚ	   ℝ	   Bogstaver	   Fortegn	   Parenteser	   Ligninger	   Ligningsløsning	  
Instrumentel	   Intuitiv	   x	   x	   x	   x	   x	   x	   	   x	   	  
	   Refleksiv	   x	   x	   	   	   	   	   	   	   	  
Relationel	   Intuitiv	   x	   x	   	   	   	   	   	   	   	  
	   Refleksiv	   x	   x	   	   	   	   	   	   	   	  
Logisk	   Intuitiv	   x	   x	   	   	   	   	   	   	   	  
	   Refleksiv	   x	   x	   	   	   	   	   	   	   	  
Symbolsk	   Intuitiv	   x	   x	   x	   	   	   	   	   	   	  
	   Refleksiv	   x	   	   	   	   	   	   	   	   	  
FIGUR	  12	  AFKRYDSNINGSSKEMA	  FOR	  REGNER	  
Det	  er	  en	  udfordring	  for	  os	  i	  at	  identificere	  Regners	  matematikvanskeligheder,	  da	  det	  ikke	  er	  os	  der	  
underviser	  ham	  i	  hverdagen.	  Vi	  kender	  Regner	  igennem	  hans	  matematiklærers	  beskrivelse.	  	  
Regner	  virker	  som	  en	  flittig	  elev,	  der	  er	  motiveret	  til	  at	  lære	  matematik,	  men	  som	  ikke	  helt	  har	  forstået	  
matematik	  og	  forsøger	  at	  overleve	  kravene	  i	  matematiktimerne	  ved	  at	  danne	  sine	  egne	  regneregler	  og	  
løsningsstrategier	  som	  hjælper	  ham	  igennem.	  Hans	  regler	  virker	  ikke	  hver	  gang	  og	  andre	  gange	  er	  de	  
indviklede	  og	  tidskrævende	  (Skemp).	  	  
I	  flere	  situationer	  viser	  Regner	  mangel	  på	  de	  nødvendige	  matematiske	  kompetencer,	  men	  han	  ræsonnerer	  
matematisk.	  
Ifølge	  Skemps	  model	  er	  Regner	  en	  elev	  som	  gerne	  vil	  opnå	  en	  relationel	  forståelse,	  men	  har	  en	  tilbøjelighed	  
til	  en	  intuitiv	  tilgang.	  
Med	  udgangspunkt	  i	  Regners	  besvarelse	  af	  Detektionstest1	  og	  efterfølgende	  interview	  har	  vi	  valgt	  at	  
designe	  et	  interventionsprogram	  som	  vi	  forventer	  vil	  	  fyldiggøre	  de	  manglende	  elementer	  i	  Regners	  
forståelse	  af	  tal,	  før	  vi	  behandler	  algebraiske	  udtryk	  og	  parenteser.	  Når	  Regner	  kan	  beherske	  talopgaver,	  vil	  
vi	  inkorporere	  opgaver	  som	  omhandler	  manipulation	  af	  algebraiske	  udtryk	  med	  bogstaver	  og	  parentes.	  Vi	  
er	  interesserede	  i,	  hvilken	  effekt	  forståelsen	  af	  algebraiske	  udtryk	  og	  parentes	  vil	  have	  for	  forståelsen	  af	  
ligningsbegrebet.	  I	  interventionsprogrammet	  er	  talforløbet	  meget	  kort,	  der	  er	  fokus	  på	  den	  del,	  hvor	  vi	  
arbejder	  med	  manipulation	  af	  algebraiske	  udtryk	  og	  parentes,	  og	  det	  afsluttende	  forløb	  om	  ligninger	  er	  igen	  
meget	  kort.	  Regners	  udvikling	  i	  forståelsesgraden	  vil	  blive	  sammenholdt	  med	  hans	  klasses	  udvikling.	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Interventionsprogram	  
I	  begyndelsen	  af	  interviewet	  siger	  Maren	  at	  ”det	  er	  lang	  tid	  siden	  jeg	  har	  haft	  matematik,	  så	  jeg	  har	  glemt	  
rigtig	  meget	  af	  det	  også”.	  Det	  understøtter	  at	  Marens	  indlæringstilgang	  har	  været	  instrumental;	  hvis	  Maren	  
forstod	  reglerne	  relationelt,	  ville	  hun	  nemmere	  huske	  dem.	  En	  matematiklærer	  har	  måske	  svært	  ved	  at	  
acceptere,	  at	  eleverne	  glemmer	  det	  gennemgåede	  stof.	  Vi	  forventer,	  at	  matematiklæreren	  har	  en	  relationel	  
forståelse	  af	  begreberne,	  men	  hvis	  eleverne	  har	  en	  instrumentel	  forståelse	  af	  begreberne,	  vil	  der	  ophobe	  
sig	  flere	  og	  flere	  små	  regler,	  som	  kun	  kan	  anvendes	  lokalt.	  Det	  vil	  være	  overbelastende	  for	  hukommelsen	  at	  
huske	  og	  fremkalde	  disse	  regler	  på	  de	  rigtige	  tidspunkter	  til	  de	  rigtige	  opgaver.	  Dette	  kan	  illustreres	  ved	  
følgende	  eksempel:	  
	  
Lad	  os	  antage	  at	  hvert	  ciffer	  ændres	  til	  et	  symbol	  på	  følgende	  måde12:	  
	  
1	  
	  
2	  
	  
3	  
	  
4	  
	  
5	  
	  
6	  
	  
7	  
	  
8	  
	  
9	  
	   	   	   	   	   	   	   	   	   	   	   	   	   	   	   	   	  	  	  
	  
	  	  
	  
	  	  
	  
	  	  
	  
	  	  
	  
	  	  
	  
	  	  
	  
	  	  
	  
	  	  
	  
Se	  på	  dette	  nye	  talsystem	  i	  10	  sekunder	  og	  dæk	  det	  derefter	  med	  et	  stykke	  papir,	  så	  du	  ikke	  længere	  kan	  se	  
det.	  
Nu	  skal	  du	  oversætte	  tallet	  37194	  til	  det	  nye	  talsystem.	  
	  	  
Opgaven	  er	  ikke	  nem,	  da	  disse	  tilfældige	  symboler	  er	  overbelastende	  for	  hukommelsen.	  Dette	  svarer	  til	  den	  
instrumentale	  forståelse,	  hvor	  man	  ved	  hvad	  man	  skal	  gøre,	  men	  man	  ved	  ikke	  hvorfor.	  
Vi	  gentager	  eksperimentet	  med	  en	  forklaring,	  der	  refererer	  til	  noget	  som	  man	  kender	  i	  forvejen,	  og	  noget	  
man	  let	  kan	  fremkalde,	  når	  man	  skal	  besvare	  det	  ovennævnte	  spørgsmål.	  
Det	  er	  en	  forklaring	  på,	  hvorfor	  lige	  netop	  dette	  mønster	  er	  valgt.	  	  
	  
Cifrene	  kan	  opstilles	  lige	  som	  på	  telefonen,	  dvs.	  
	  
1	   2	   3	  
4	   5	   6	  
7	   8	   9	  
	  
Det	  nye	  talsystem	  fremkommer	  ved	  at	  tegne	  mønstret	  fra	  tabelrammen.	  
	  
1	  
	  
2	  
	  
3	  
	  
4	  
	  
5	  
	  
6	  
	  
7	  
	  
8	  
	  
9	  
	   	   	   	   	   	   	   	   	   	   	   	   	   	   	   	   	  	  	  
	  
	  	  
	  
	  	  
	  
	  	  
	  
	  	  
	  
	  	  
	  
	  	  
	  
	  	  
	  
	  	  
	  
Nu	  er	  det	  meget	  nemmere	  at	  omskrive	  tallet	  37194	  til	  det	  nye	  talsystem,	  og	  man	  kan	  let	  skrive	  flere	  tal	  i	  det	  
nye	  system.	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Selvom	  definitionen	  for	  en	  ligning	  er	  meget	  enkel	  –	  “en	  formel,	  der	  udtrykker,	  at	  to	  størrelser	  er	  ens”13,	  er	  
sværhedsgraden	  af	  ligninger	  meget	  bredt.	  Den	  kan	  fx	  være	  alt	  fra	  𝑥 = 0	  til	  en	  differentialligning	  𝑦! = 𝑘 ∙ 𝑦,	  
hvor	  i	  den	  første	  ligning	  løsningen	  allerede	  er	  der,	  mens	  i	  den	  sidstnævnte	  ligning	  løsningen	  er	  en	  familie	  af	  
funktioner.	  Selvom	  vi	  afgrænser	  vores	  behandling	  af	  ligninger	  inden	  for	  førstegradsligninger,	  hvis	  løsninger	  
er	  reelle	  tal,	  kan	  der	  stadig	  skelnes	  mellem	  lettere	  og	  sværere	  ligninger.	  
Ligningen	  nedenunder	  er	  en	  (skjult)	  førstegradsligning	  med	  en	  ubekendt.	  
	   2!!!! = 32	  
Løsningen	  af	  denne	  ligning	  forudsætter	  en	  reificering	  af	  naturlige	  tal.	  Eleven	  skal	  kunne	  se	  at	  32	  kan	  skrives	  
som	  en	  potens	  af	  to,	  at	  denne	  ligning	  gælder	  hvis	  hhv.	  grundtal	  og	  eksponenter	  er	  lige	  store,	  og	  dermed	  se,	  
at	  ligningen	  er	  ækvivalent	  med	  ligningen	  2𝑥 − 3 = 5.	  	  
Vi	  forventer	  ikke	  at	  præsentere	  vores	  elever	  for	  den	  type	  ligninger,	  da	  de	  ikke	  er	  i	  besiddelse	  af	  en	  
dybdeforståelse	  af	  tal,	  men	  disse	  er	  nævnt	  i	  projektet	  for	  at	  understrege,	  at	  begrebet	  ligninger	  er	  meget	  
bredt.	  Så	  elever,	  som	  skal	  kunne	  løse	  disse	  tre	  forskellige	  ligninger,	  forventes	  at	  have	  forskellige	  
matematiske	  forudsætninger.	  	  
	  
Forståelsen	  af	  ligningsbegrebet	  og	  ligningsløsning	  inden	  for	  algebra	  indebærer	  forståelsen	  af	  flere	  
matematiske	  begreber	  som	  løsning,	  grundmængde,	  løsningsmængde,	  parentes,	  manipulation	  af	  
lighedstegn,	  fortegn,	  ækvivalenssymbolet,	  ækvivalente	  ligninger,	  manipulation	  af	  algebraiske	  udtryk,	  det	  
inverse	  element	  for	  addition,	  det	  inverse	  element	  for	  multiplikation,	  det	  neutrale	  element	  for	  addition	  og	  
for	  multiplikation,	  den	  kommutative	  og	  associative	  lov	  for	  addition	  og	  multiplikation.	  
Vi	  vælger	  ikke	  at	  arbejde	  med	  ækvivalenssymbolet,	  grundmængde,	  og	  vi	  arbejder	  i	  begrænset	  omfang	  med	  
løsningsmængdebegrebet.	  	  
	  
Interventionsprogram	  for	  Maren	  	  
Målet	  for	  Marens	  interventionsprogram	  er	  at	  opnå	  en	  sikkerhed	  i	  at	  løse	  ligninger	  af	  første	  grad,	  dog	  uden	  
at	  der	  indgår	  brøker	  i	  selve	  ligningen	  (men	  evt.	  brøker	  som	  løsning).	  
For	  at	  kunne	  opnå	  dette	  vil	  det	  være	  nødvendigt	  med	  et	  interventionsprogram,	  der	  starter	  med	  negative	  
tal,	  brøker	  og	  bogstavudtryk	  inden	  der	  sættes	  i	  gang	  med	  ligningerne.	  	  
Negative	  tal	  
I	  detektionsfasen	  har	  vi	  fået	  mistanke	  om,	  at	  Maren	  har	  problemer	  med	  at	  arbejde	  med	  negative	  tal	  og	  
negative	  facit.	  For	  at	  afklare	  hvori	  vanskelighederne	  mere	  præcist	  består,	  udsættes	  Maren	  for	  opgaver	  med	  
positive	  og	  negative	  tal,	  både	  med	  positive	  og	  negative	  facit.	  
Det	  er	  hurtigt	  tydeligt,	  at	  regning	  med	  negative	  tal	  er	  et	  problem	  for	  Maren,	  især	  hvis	  der	  er	  negative	  
løsninger,	  hvorfor	  der	  arbejdes	  med	  at	  forstå	  negative	  tal	  og	  negative	  løsninger.	  
Marens	  repræsentationskompetence	  (KOM)	  i	  forhold	  til	  tal	  er	  på	  et	  lavt	  niveau	  mht.	  de	  tre	  dimensioner,	  
men	  hun	  har	  en	  god	  forståelse	  af	  en	  tallinje	  og	  (hele)	  tals	  placering	  på	  en	  sådan,	  og	  hun	  kan	  visualisere	  
tallenes	  betydning	  ved	  fx	  at	  visualisere	  positive	  tal	  som	  svarende	  til	  noget	  vi	  har	  (fx	  penge	  på	  kontoen),	  
mens	  negative	  tal	  er	  noget	  vi	  har	  givet	  væk	  (fx	  	  gæld).	  	  
For	  at	  bruge	  de	  repræsentationer	  Maren	  kender	  til,	  introduceres	  en	  tallinje	  (Sfard,	  1991)	  hvor	  et	  
regnestykke	  med	  positive	  og	  negative	  tal	  kan	  illustreres.	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Fx	  regnestykket	  47 − 11 − 23 =	  illustreres	  på	  følgende	  måde	  på	  tallinjen:	  	  
	  
Gennem	  arbejde	  med	  flere	  af	  denne	  type	  opgaver	  har	  Maren	  fået	  en	  forståelse	  af	  hvad	  det	  betyder	  når	  der	  
står	  minus	  som	  operation	  i	  et	  regnestykke.	  Ligeledes	  har	  vi	  arbejdet	  med	  minustegnet	  som	  fortegn	  fx	  ved	  
multiplikation.	  Her	  viser	  Maren	  også	  en	  bedre	  forståelse	  efter	  interventionen.	  
	  
Brøker	  
Maren	  har	  en	  kraftig	  blokering	  i	  forhold	  til	  at	  regne	  med	  og	  forstå	  brøker.	  I	  interviewet	  efter	  
Detektionstest1	  viser	  hun	  dog,	  at	  hvis	  der	  henvises	  til	  eksempler	  med	  lagkager,	  kan	  hun	  godt	  visualisere	  
simple	  brøker.	  
Interventionen	  startes	  med	  meget	  simple	  eksempler	  på	  brøker	  og	  summer	  af	  brøker	  hvor	  summen	  let	  kan	  
tegnes	  ind	  i	  et	  lagkagediagram.	  I	  første	  omgang	  er	  det	  dog	  meget	  svært	  for	  Maren	  at	  acceptere	  at	  regne	  
med	  brøker,	  da	  hendes	  blokering	  stadig	  er	  meget	  dominerende.	  Brøkerne	  får	  derfor	  lov	  til	  at	  ligge	  lidt	  inden	  
vi	  arbejder	  med	  dem	  igen.	  
Muligvis	  skyldes	  Marens	  blokering	  i	  forhold	  til	  at	  regne	  med	  brøker,	  at	  hun	  tæller	  på	  fingrene	  når	  det	  drejer	  
sig	  om	  hele	  tal,	  og	  det	  er	  umuligt	  for	  hende	  at	  ”tælle”	  brøkerne	  på	  fingrene.	  Måske	  er	  tal	  stadig	  kun	  en	  
proces	  (Sfard,	  1991)	  for	  Maren?	  
Da	  brøkerne	  tages	  op	  igen	  senere,	  har	  Maren	  opnået	  en	  lidt	  større	  selvtillid	  i	  forhold	  til	  at	  regne	  og	  er	  
derfor	  mere	  motiveret	  for	  at	  lære	  at	  regne	  med	  brøker.	  
Igen	  tages	  fat	  med	  lagkage	  eksempler,	  og	  det	  lykkes	  nogenlunde	  for	  Maren	  at	  regne	  opgaver	  med	  både	  sum	  
og	  differens	  af	  simple	  heltalsbrøker.	  Vi	  arbejdede	  også	  lidt	  med	  multiplikation	  af	  brøker,	  hvor	  
chokoladestang-­‐eksempler	  blev	  brugt.	  Her	  lykkes	  det	  også	  via	  eksemplerne	  at	  nå	  frem	  til	  den	  generelle	  
regel	  for	  multiplikation	  af	  brøker.	  	  
Det	  er	  dog	  ikke	  en	  sikker	  indlæring	  Maren	  her	  har	  haft,	  og	  hun	  føler	  sig	  ikke	  sikker	  når	  der	  indgår	  brøker	  i	  
opgaverne.	  Hendes	  blokering	  spiller	  stadig	  en	  rolle.	  
Da	  målet	  for	  Marens	  intervention	  er,	  at	  opnå	  sikkerhed	  i	  løsning	  af	  simple	  førstegradsligninger	  uden	  brøker,	  
vælger	  vi	  at	  arbejde	  videre	  med	  algebraiske	  udtryk	  og	  udelukke	  opgaver	  med	  brøker,	  da	  disse	  giver	  for	  
store	  konflikter	  for	  Maren.	  	  
Bogstavregning	  	  	  
Efter	  analyse	  af	  videoklip	  fra	  gennemgang	  af	  Detektionstest1,	  er	  det	  tydeligt,	  at	  Maren	  har	  problemer	  med	  
at	  forstå	  regnestykker	  hvori	  bogstaver	  indgår.	  Vi	  gennemgår	  derfor	  nogle	  opgaver	  med	  bogstaver,	  først	  kun	  
ét	  bogstav,	  dernæst	  med	  flere	  forskellige	  bogstaver,	  samt	  med	  bogstavled	  og	  tal-­‐led.	  
Det	  er	  tydeligt	  at	  Maren	  ikke	  har	  forståelse	  for,	  hvilken	  betydning	  bogstaverne	  har,	  fx	  i	  opgaven:	  2𝑎 + 7𝑎 −4𝑎 =	  
Og	  hun	  kan	  slet	  ikke	  se,	  hvordan	  man	  kan	  regne	  dette	  ud.	  	  
Når	  hun	  bliver	  spurgt,	  er	  Maren	  dog	  godt	  klar	  over,	  at	  2𝑎	  betyder	  at	  der	  er	  2  𝑎’er	  og	  at	  7𝑎  betyder	  at	  der	  er	  
7	  𝑎′er	  –	  herefter	  er	  hun	  i	  stand	  til	  at	  optegne	  𝑎’erne	  enkeltvis	  og	  trække	  de	  4𝑎	  fra	  for	  at	  finde	  resultatet.	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Efter	  dette	  kan	  Maren	  løse	  opgaver	  med	  bogstaver	  også	  når	  der	  indgår	  flere	  forskellige	  bogstaver.	  Det	  som	  
stadig	  kan	  volde	  problemer,	  er,	  hvis	  der	  indgår	  negative	  størrelser	  i	  opgaverne;	  især	  hvis	  resultatet	  bliver	  
negativt.	  Her	  kan	  tallinjen	  igen	  anvendes	  til	  at	  illustrere	  de	  positive	  og	  negative	  leds	  vandring	  i	  forhold	  til	  
hinanden.	  	  
Billedet	  med	  tallinjen	  tager	  ikke	  højde	  for,	  at	  et	  led	  som	  −4𝑎	  ikke	  nødvendigvis	  er	  negativt,	  da	  a	  kan	  være	  
et	  negativt	  tal	  og	  leddet	  dermed	  bliver	  positivt,	  men	  hvis	  vi	  forestiller	  os,	  at	  vi	  arbejder	  med	  en	  a-­‐akse,	  vil	  −4𝑎	  netop	  kunne	  beskrives	  som	  fire	  skridt	  i	  negativ	  retning	  på	  tallinjen	  (se	  Figur	  14).	  
Parenteser	  
De	  samme	  problemer	  som	  med	  bogstavregningen	  gentager	  sig	  ved	  arbejdet	  med	  parenteser.	  Arbejdet	  med	  
parenteserne	  er	  derfor	  meget	  lig	  det	  arbejde	  der	  har	  været	  med	  bogstaverne.	  
Maren	  forklares,	  at	  parentesen	  angiver	  at	  de	  led	  der	  står	  inde	  i	  parentesen	  hører	  sammen.	  Hvis	  der	  
optræder	  et	  plus	  eller	  et	  minus	  direkte	  foran	  parentesen	  betyder	  det,	  at	  alt	  det	  som	  er	  i	  parentesen,	  skal	  
enten	  lægges	  til	  eller	  trækkes	  fra.	  Hvis	  der	  optræder	  et	  tal	  som	  faktor	  foran	  parentesen,	  så	  betyder	  det,	  at	  
parentesen	  skal	  optræde	  i	  regnestykket	  det	  antal	  gange	  tallet	  viser	  (fx	  2 3𝑥 + 5 = 3𝑥 + 5 + (3𝑥 + 5)).	  
Ved	  at	  arbejde	  med	  denne	  slags	  eksempler	  får	  Maren	  oparbejdet	  en	  forståelse	  af	  hvad	  parenteser	  og	  
faktorer	  ganget	  på	  parenteser	  betyder,	  og	  hun	  når	  frem	  til	  reglen	  for	  at	  gange	  parenteser	  med	  et	  tal	  (I	  
eksemplet	  ovenfor:	  2 3𝑥 + 5 = 2 ∙ 3𝑥 + 2 ∙ 5)	  som	  hun	  nu	  har	  en	  bedre	  forståelse	  af	  end	  tidligere	  hvor	  
reglen	  hverken	  var	  indlært	  eller	  forstået	  og	  derfor	  ikke	  kunne	  fremkaldes	  og	  bruges	  (Skemp).	  
	  
Et	  nyt	  problem	  fremkommer	  dog	  med	  parentesregningen,	  hvis	  Maren	  skal	  gange	  en	  parentes	  med	  et	  tal	  
hvor	  tallet	  optræder	  som	  anden	  faktor	  i	  produktet.	  Derfor	  efterfulgtes	  ovenstående	  intervention	  af	  en	  
lektion,	  hvor	  der	  er	  fokus	  på	  parenteser	  multipliceret	  med	  et	  tal,	  som	  kan	  optræde	  både	  før	  og	  efter	  
parentesen.	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Hermed	  fik	  vi	  også	  arbejdet	  med	  den	  kommutative	  lov	  for	  multiplikation.	  Vi	  kan	  se,	  at	  Maren	  har	  en	  
tendens	  til	  at	  spejlvende	  sit	  regnestykke	  når	  hun	  skal	  gange	  en	  parentes	  med	  et	  tal	  der	  står	  bag	  ved	  
parentesen.	  
Maren	  er	  endnu	  ikke	  klar	  til	  at	  arbejde	  med	  multiplikation	  af	  flere	  parenteser.	  
	  
Efter	  arbejdet	  med	  negative	  tal,	  bogstavmanipulation	  og	  parenteser	  vil	  vi	  gå	  i	  gang	  med	  at	  arbejde	  med	  
ligninger	  og	  ligningsløsning.	  Vi	  har	  en	  formodning	  om,	  at	  ligningsløsning	  i	  høj	  grad	  forudsætter,	  at	  man	  er	  
fortrolig	  med	  både	  positive	  og	  negative	  tal,	  at	  man	  kan	  manipulere	  med	  bogstavudtryk,	  og	  at	  man	  (i	  nogle	  
tilfælde)	  kan	  regne	  med	  parenteser,	  og	  at	  det	  derfor	  er	  vigtigt	  at	  have	  disse	  faktorer	  på	  plads	  inden	  det	  er	  
muligt	  at	  lære	  at	  løse	  ligninger.	  
Ligninger	  
Maren	  har	  til	  første	  arbejdsgang	  regnet	  nogle	  ligninger	  
hjemme.	  Der	  var	  tale	  om	  simple	  ligninger,	  hvor	  x	  kun	  figurerer	  
på	  den	  ene	  side	  af	  lighedstegnet,	  og	  et	  par	  ligninger	  med	  x	  på	  
begge	  sider	  af	  lighedstegnet,	  men	  stadig	  ret	  simple	  opgaver.	  
Dem	  har	  hun	  styr	  på	  hvordan	  hun	  skal	  regne	  –	  hun	  kan	  forklare	  
hvordan	  hun	  har	  løst	  ligningerne	  uden	  problemer,	  og	  de	  er	  
regnet	  rigtigt;	  eneste	  fejl	  i	  disse	  opgaver	  er,	  at	  hun	  skriver	  at	  
hun	  dividerer	  med	  hele	  𝑥-­‐leddet	  (incl.	  𝑥)	  for	  at	  finde	  𝑥,	  men	  
det	  er	  hun	  godt	  klar	  over	  er	  forkert.	  (Facit	  til	  disse	  opgaver	  stod	  
på	  arket	  med	  opgaverne)	  	  
	  
	  
	  
Da	  hun	  præsenteres	  for	  nye	  opgaver	  (uden	  facit),	  bliver	  hun	  i	  tvivl	  om	  
hvordan	  hun	  skal	  regne	  opgaverne,	  og	  hun	  udfører	  flere	  forkerte	  eller	  
uhensigtsmæssige	  operationer,	  dog	  uden	  at	  kunne	  forklare	  hvad	  det	  er	  
der	  går	  galt.	  I	  eksemplet	  her	  ses,	  at	  hun	  godt	  ved,	  at	  hun	  skal	  lægge	  det	  
samme	  til	  på	  begge	  sider	  (her	  8),	  men	  i	  efterfølgende	  linje	  forsvinder	  de	  8	  
også	  på	  venstre	  side	  af	  lighedstegnet.	  	  
	  
	  
	  
Maren	  præsenteres	  efterfølgende	  for	  balancemodellen	  (Vlassis,	  2002)	  hvor	  det	  tydeliggøres,	  hvor	  vigtigt	  
det	  er,	  at	  man	  udfører	  samme	  operation	  på	  begge	  sider	  af	  lighedstegnet	  for	  ikke	  at	  forrykke	  ligevægten.	  	  
Efter	  gennemregning	  af	  flere	  opgaver	  bliver	  Maren	  mere	  fortrolig	  med	  reglerne	  for	  løsning	  af	  ligninger,	  og	  
hun	  oparbejder	  en	  metode	  til	  løsning	  af	  ligninger	  som	  hun	  føler	  sig	  sikker	  i	  at	  bruge.	  Maren	  føler	  sig	  mere	  
sikker	  og	  kan	  forklare	  hvordan	  hun	  løser	  ligningerne.	  	  
	  
Marens	  forklaring	  af	  hvordan	  hun	  løser	  ligningen	  2𝑥 − 9 = 6 − (2𝑥 − 5)	  
M:	  Først	  har	  jeg	  ophævet	  de	  der	  parenteser	  
L:	  Hvad	  er	  det	  for	  en	  parentes	  vi	  har	  der?	  
M:	  Minusparentes,	  så	  det	  kommer	  til	  at	  hedde	  2𝑥 − 9 = 6 − 2𝑥 + 5.	  
Så	  vil	  vi	  gerne	  have	  x-­‐erne	  herover	  (peger	  på	  venstre	  side),	  så	  vi	  skal	  have	  fjernet	  de	  2x	  (peger	  på	  -­‐2x	  på	  
højre	  side).	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Så	  har	  vi	  igen	  2x-­‐9	  og	  så	  plus	  2x	  er	  lig	  med	  6-­‐2x+5	  plus	  2x	  
Og	  så	  har	  jeg	  lagt	  dem	  sammen	  (peger	  på	  linje	  2	  højre	  side)	  
L:	  Hvad	  har	  du	  lagt	  sammen?	  
M:	  De	  6	  og	  de	  fem.	  
L:	  Og	  hvad	  sker	  der	  med	  x-­‐erne?	  (linje	  2	  højre	  side)	  
M:	  De	  er	  væk.	  
L:	  Hvad	  har	  du	  gjort	  herovre?	  (peger	  på	  venstre	  side	  linje	  3)	  
M:	  Dem	  har	  jeg	  også	  lagt	  til.	  
L:	  Ja-­‐	  hvad	  har	  du	  lagt	  til?	  
M:	  De	  ni,	  nej	  de	  2	  med	  de	  2	  (peger	  på	  2x	  leddene	  	  linje	  3)	  
L:	  Altså	  2x	  og	  2x?	  	  
M:	  Ja	  og	  det	  giver	  4x	  og	  så	  står	  der	  stadig	  -­‐9	  plus	  9	  
L:	  Og	  de	  plus	  9	  hvor	  kom	  de	  fra?	  
M:	  De	  kom	  herovre	  fra	  (peger	  på	  linje	  4	  højre	  side	  hvor	  der	  står	  11+9)…	  Nej,	  de	  kom	  herovre	  fra	  (peger	  på	  -­‐9	  
på	  venstre	  side	  linje	  3)	  	  
L:	  Der	  står	  minus	  9,	  hvor	  kom	  de	  plus	  9	  fra?	  
M:	  Det	  er	  fordi	  vi	  skal	  have	  -­‐9	  væk	  
L:	  Det	  er	  rigtigt.	  
M:	  Og	  så	  skal	  vi	  dividere	  med	  4	  
L:	  Ja,	  for	  hvad	  bliver	  der	  tilbage	  her?	  (Peger	  på	  linje	  4	  venstre	  side)	  	  	  
M:	  De	  er	  væk	  de	  der	  (peger	  på	  leddene	  -­‐9	  og	  +9)	  og	  der	  står	  kun	  4x	  nu	  
L:	  Ja	  
M:	  Og	  så	  har	  jeg	  lagt	  de	  11	  og	  de	  9	  sammen,	  og	  det	  er	  så	  20,	  og	  så	  skal	  man	  bare	  dividere	  med	  4	  på	  begge	  
sider,	  så	  x	  er	  lig	  5.	  
	  
Gennem	  arbejdet	  med	  ligninger	  bliver	  Maren	  også	  udsat	  for	  opgaver	  hvor	  hun	  skal	  manipulere	  med	  
bogstavled,	  og	  hvor	  hun	  skal	  regne	  med	  parenteser,	  hvorved	  disse	  emner	  stadig	  trænes.	  
Det	  er	  også	  nødvendigt	  stadig	  at	  arbejde	  med	  fortegn	  og	  deres	  betydning,	  da	  Maren	  godt	  kan	  glemme	  
hvilket	  led	  fortegnet	  hører	  til.	  Et	  eksempel	  på	  dette	  er,	  da	  Maren	  bedes	  gange	  en	  parentes	  sammen	  med	  et	  
negativt	  tal	  i	  Sluttest1.	  	  
	  
Problemet	  her	  kommer	  af,	  at	  Maren	  læser	  regnestykket	  bagfra	  når	  hun	  ganger	  ind	  i	  parentesen;	  hun	  har	  
altså	  ikke	  forstået	  at	  læseretningen	  konventionelt	  er	  fra	  venstre	  mod	  højre,	  og	  at	  den	  kommutative	  lov	  ikke	  
gælder	  for	  alle	  operationer.	  
	  
Beslutningen	  om	  at	  arbejde	  med	  ligninger	  uden	  brøker	  har	  vist	  sig	  at	  være	  rigtig,	  da	  Marens	  forståelse	  af	  
brøker	  er	  på	  et	  meget	  lavt	  niveau,	  hvilket	  tydeliggøres	  ved	  at	  se	  på	  opgave	  25	  fra	  Sluttest1	  (løs	  ligningen	  !! 𝑥 − 5 = 4),	  hvor	  Maren	  først	  slet	  ikke	  har	  nogen	  idé	  om	  hvordan	  hun	  skal	  løse	  ligningen	  da	  der	  indgår	  en	  
brøk.	  Hvis	  der	  havde	  stået	  et	  heltal	  foran	  x,	  ville	  Maren	  uden	  problemer	  kunne	  løse	  ligningen,	  men	  !!	  	  giver	  
store	  problemer.	  Maren	  kan	  til	  interviewet	  omskrive	  ligningen	  til	  udtrykket	  	  
!!!!! = !!! 	  	  	  	  men	  hun	  kan	  ikke	  
finde	  ud	  af	  hvad	  løsningen	  til	  ligningen	  er.	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Interventionsprogram	  for	  Regner	  
Vi	  forventer	  at	  Regner	  efter	  interventionen	  godt	  vil	  kunne	  genkende	  og	  løse	  en	  algebraisk	  ligning	  uanset	  
hvilken	  betegnelse	  den	  ubekendte	  har,	  at	  han	  kan	  skelne	  mellem	  en	  ligning	  og	  et	  algebraisk	  udtryk,	  at	  han	  
kan	  operere	  med	  rationelle	  tal,	  eller	  med	  andre	  ord,	  at	  de	  rationelle	  tal	  ikke	  vil	  blokere	  for	  løsningen	  af	  
ligninger.	  
Tal	  
Regner	  kan	  godt	  addere,	  subtrahere,	  gange	  og	  dividere	  to	  naturlige	  tal	  sammen.	  	  
Når	  Regner	  skal	  introduceres	  til	  ligninger	  på	  formen	  𝑎 ∙ 𝑥 = 𝑏,	  vil	  han	  få	  brug	  for	  at	  anvende	  division	  og	  
genkende	  brøkstregen	  som	  et	  symbol	  for	  division.	  Derfor	  vil	  Regners	  forløb	  starte	  med	  en	  kort	  gennemgang	  
af	  brøker.	  Regner	  bliver	  præsenteret	  for	  brøker	  vha.	  billeder	  og	  konkrete	  eksempler	  som	  omhandler	  
pizzadeling	  og	  chokoladestænger.	  Regner	  kan	  godt	  addere	  og	  subtrahere	  brøker	  med	  samme	  nævner,	  han	  
kan	  godt	  opremse	  regnereglen,	  men	  han	  ved	  ikke	  hvorfor	  den	  virker.	  Dvs.	  han	  er	  i	  besiddelse	  af	  en	  
instrumental	  forståelse	  af	  brøker.	  Når	  han	  skal	  finde	  fællesnævner	  i	  addition	  af	  brøker	  med	  forskellige	  
nævnere,	  har	  han	  en	  mere	  tilfældig	  tilgang	  afhængigt	  af	  hvor	  store	  tal	  nævnerne	  er.	  	  Regner	  gennemfører	  
en	  række	  multiplikationsrutiner	  i	  hovedet	  indtil	  han	  rammer	  en	  fælles	  divisor	  for	  de	  to	  nævnere.	  Regner	  har	  
intet	  kendskab	  til	  reglerne	  for	  multiplikation	  eller	  division	  af	  to	  brøker.	  Disse	  introduceres	  igen	  vha.	  
konkrete	  eksempler	  samt	  grafiske	  repræsentationer.	  Interventionsprogrammet	  udvikler	  i	  mindre	  grad	  
Regners	  forståelse	  af	  brøker.	  Han	  kan	  godt	  løse	  de	  opstillede	  opgaver,	  men	  disses	  omfang	  og	  variation	  af	  
sværhedsgrad	  er	  for	  lille	  til	  at	  konkludere	  noget	  om	  hvor	  stabil	  og	  konsolideret	  hans	  forståelse	  af	  rationelle	  
tal	  er.	  Pga.	  projektets	  tidsbegrænsning	  er	  vi	  nødt	  til	  at	  stoppe	  interventionen,	  når	  Regner	  har	  opnået	  en	  
tilstrækkelig	  forståelse	  af	  brøker	  i	  forhold	  til	  sit	  arbejde	  med	  algebraiske	  udtryk	  og	  ligninger.	  
Fortegn	  
Regner	  er	  usikker	  i	  forbindelse	  med	  symbolet	  minus	  som	  fortegn	  for	  negative	  tal	  eller	  minus	  som	  operation.	  
Der	  fremkommer	  problemer	  i	  forhold	  til	  multiplikation	  og	  division	  af	  negative	  heltal.	  Her	  bruges	  der	  to	  
forskellige	  tilgange.	  Den	  første	  er	  mere	  visuel	  og	  er	  inspireret	  af	  alment	  kendt	  folkeskoledidaktik	  og	  
videreudviklet	  af	  os	  selv.	  
Vi	  vil	  gerne	  bruge	  tallinjen	  til	  repræsentation	  af	  produktet	  af	  to	  heltal,	  men	  vi	  har	  behov	  for	  to	  dimensioner,	  
to	  visuelt	  koblede	  elementer	  der	  hver	  for	  sig	  kan	  repræsentere	  de	  to	  tal	  der	  skal	  multipliceres.	  Vores	  
billeder	  bygger	  på	  en	  dreng	  som	  har	  startpositionen	  i	  origo	  på	  tallinjen.	  Drengens	  position	  beskriver	  den	  
første	  faktors	  fortegn,	  og	  drengens	  bevægelsesretning	  beskriver	  den	  anden	  faktors	  fortegn.	  Således	  at	  en	  
dreng	  med	  ansigtet	  mod	  den	  positive	  retning	  repræsenter	  et	  positivt	  tal,	  mens	  en	  dreng	  med	  ansigtet	  mod	  
den	  negative	  retning	  repræsenter	  et	  negativt	  tal.	  En	  dreng	  der	  bevæger	  sig	  fremad,	  repræsenter	  et	  positivt	  
tal,	  mens	  en	  dreng	  der	  bevæger	  sig	  baglæns,	  repræsenter	  et	  negativt	  tal.	  Antallet	  af	  trin	  som	  drengen	  
foretager,	  er	  lig	  produktet	  af	  de	  numeriske	  værdier	  af	  de	  to	  tal.	  På	  Figur	  13	  er	  der	  repræsenteret	  en	  dreng	  i	  
origo	  på	  vej	  til	  at	  udføre	  operationen	   −2 ∙ −3 .	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FIGUR	  13:	  MULTIPLIKATION	  AF	  NEGATIVE	  TAL	  PÅ	  EN	  MOTORISK	  MÅDE	  	  
(DRENGEN	  KIGGER	  MOD	  VENSTRE	  OG	  BEVÆGER	  SIG	  BAGLÆNS	  MOD	  HØJRE)	  
	  
En	  anden	  måde	  at	  forklare	  produktet	  mellem	  to	  negative	  tal	  er	  at	  associere	  fortegnet	  minus	  med	  noget	  
negativt	  som	  fx	  fjende	  og	  dårligt,	  og	  fortegnet	  plus	  med	  deres	  antonymer	  som	  henholdsvis	  er	  ven	  og	  godt.	  
Så	  hvis	  en	  fjende	  har	  det	  dårligt	  er	  det	  godt	  -­‐	  svarende	  til	   − ∙ − = +.	  
Begge	  repræsentationer	  er	  billedskabende	  og	  memoteknikker,	  og	  de	  forklarer	  ikke	  hvorfor	  reglen	  virker,	  
men	  det	  hjælper	  eleverne	  til	  at	  huske	  reglen	  dvs.	  at	  det	  har	  en	  instrumentel	  karakter.	  Igennem	  
interventionen	  har	  Regner	  opnået	  en	  dybere	  forståelse	  af	  symbolerne	  plus	  og	  minus	  som	  fortegn	  eller	  
operation	  og	  hans	  svar	  er	  hurtigere,	  mere	  sikkert	  og	  præcist.	  
Manipulation	  af	  algebraiske	  udtryk	  
I	  starten	  af	  interventionsprogrammet	  er	  Regners	  forståelse	  af	  betydningen	  af	  bogstaver	  i	  et	  algebraisk	  
udtryk	  på	  et	  meget	  lavt	  niveau.	  Ifølge	  Sfards	  model	  er	  manipulation	  af	  algebraiske	  udtryk	  hos	  Regner	  
igennem	  en	  internaliseringsfase,	  han	  har	  behov	  for	  at	  operere	  med	  tal.	  Optræder	  der	  ét	  bogstav	  i	  et	  udtryk,	  
vil	  Regner	  indsætte	  tal	  i	  stedet	  for	  det.	  Regner	  har	  forstået,	  at	  bogstavet	  i	  et	  algebraisk	  udtryk	  kan	  være	  et	  
hvilket	  som	  helst	  tal,	  og	  dermed	  tager	  han	  sig	  friheden	  til	  at	  indsætte	  1	  i	  stedet	  for	  bogstavet.	  Regner	  
anvender	  her	  en	  meget	  indviklet	  procedure,	  han	  vender	  tilbage	  til	  sidst	  og	  indsætter	  bogstavet	  igen	  i	  
resultatet.	  Metoden	  virker	  når	  opgaverne	  er	  enkle	  nok,	  så	  han	  har	  overblik	  over	  hvordan	  1-­‐tallet	  påvirker	  
resultatet	  og	  ikke	  blander	  det	  sammen	  med	  de	  tal	  der	  oprindeligt	  var	  i	  udtrykket.	  
Regner	  præsenteres	  i	  starten	  for	  simple	  algebraiske	  udtryk	  med	  to	  led	  og	  ét	  bogstav,	  og	  progressivt	  bliver	  
opgaverne	  mere	  og	  mere	  komplekse,	  fx	  flere	  led	  med	  tal	  og	  bogstaver,	  nogle	  skal	  adderes,	  andre	  
subtraheres,	  flere	  bogstaver,	  osv.	  
I	  flerleddede	  algebraiske	  udtryk	  har	  Regner	  vanskeligheder	  med	  reduktion	  af	  udtryk	  af	  samme	  art.	  Regners	  
strategi	  er	  den	  samme	  hver	  gang.	  	  Fx	  vil	  Regner	  i	  reduktionsopgaven	  3𝑥 + 5𝑦 − 7𝑥 + 14𝑦 − 13𝑥	  ordne	  
leddene	  i	  alfabetisk	  rækkefølge	  og	  derefter	  reducere	  led	  af	  samme	  art.	  	  
Opgaven	  12 − 3𝑥 − 9𝑥 + 4 − 5	  volder	  ham	  problemer,	  når	  han	  skal	  flytte	  rundt	  på	  leddene.	  Regner	  er	  
stadig	  usikker	  på	  hvilket	  led	  han	  skal	  knytte	  fortegnene	  til.	  Det	  første	  𝑥-­‐led	  har	  negativt	  fortegn,	  og	  Regner	  
skriver	  leddet	  uden	  at	  tage	  fortegnet	  med.	  Og	  når	  3𝑥	  ikke	  skrives	  med	  minus,	  må	  9𝑥	  (som	  ligner	  3𝑥)	  heller	  
ikke	  skrives	  med	  minus.	  Dermed	  er	  Regners	  besvarelse	  følgende:	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  For	  at	  afhjælpe	  denne	  type	  fejl	  repræsenter	  vi	  𝑥	  -­‐leddene	  på	  en	  akse,	  hvor	  enheden	  er	  målt	  i	  𝑥’er	  og	  
derefter	  reducerer	  dem	  som	  på	  Figur	  14.	  
	  
	  
FIGUR	  14	  TALLINJE	  
Det	  viser	  sig,	  at	  Regner	  fortsat	  har	  behov	  for	  at	  visualisere	  de	  algebraiske	  udtryk	  med	  led	  af	  samme	  art	  på	  
en	  tallinje.	  	  
Når	  Regner	  har	  indlært	  at	  benytte	  regnereglerne	  for	  parentes	  korrekt,	  kan	  han	  selvstændigt	  reducere	  
flerleddede	  algebraiske	  udtryk	  med	  parentes,	  men	  han	  har	  behov	  for	  at	  dele	  udtrykket	  i	  flere	  trin	  og	  
derefter	  samle	  de	  delresultater	  sammen.	  Dette	  kan	  ses	  i	  følgende	  eksempel:	  
	  
Desuden	  skal	  der	  bemærkes	  her	  at	  lighedstegnet	  mangler	  mellem	  det	  oprindelige	  udtryk	  og	  det	  
reducerede.	  Regner	  finder	  det	  tilstrækkeligt	  at	  markere	  ligheden	  mellem	  de	  to	  udtryk	  ved	  at	  benytte	  
linjeskift.	  Han	  kan	  ikke	  se	  et	  problem	  i,	  at	  der	  også	  er	  linjeskift	  mellem	  den	  første	  og	  næste	  linje,	  selvom	  de	  
to	  udtryk	  ikke	  er	  lig	  hinanden.	  	  
Senere	  i	  forløbet	  får	  Regner	  mere	  overblik	  over	  og	  overskud	  for	  reduktion	  af	  flerleddede	  udtryk	  og	  flere	  
parenteser,	  men	  hans	  besvarelse	  er	  ikke	  fejlfri.	  Det	  ses	  fx	  i	  omskrivning	  af	  følgende	  ligning:	  5 2𝑎   +   4 + 3 − 𝑎 ∙ 2 =   5 3𝑎 −   4 − 3 2𝑎 − 1 	  
Således	  at:	  
	  
Regner	  kan	  ikke	  forklare	  hvordan	  han	  har	  tænkt	  i	  forbindelse	  med	  omskrivning	  på	  højre	  side	  af	  
lighedstegnet	  af	  −3 ∙ 2𝑎	  til	  −(−4𝑎),	  men	  han	  er	  overbevisende	  i	  sin	  forklaring	  af	  det	  korrekte	  resultat	  −6𝑎,	  og	  dermed	  finder	  vi	  det	  meget	  sandsynligt,	  at	  fejlen	  skyldes	  den	  manglende	  udholdenhed	  i	  
forbindelse	  med	  lange	  udtryk.	  Dette	  understøttes	  af	  flere	  opgaver	  af	  samme	  type,	  hvor	  Regner	  reagerer	  på	  
tilsvarende	  måde.	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Reduktionsopgaver	  som	  kræver	  at	  multiplicere	  et	  tal	  eller	  et	  bogstav	  ind	  i	  toleddede	  parenteser,	  er	  
vanskeligere,	  hvis	  tallet	  optræder	  som	  den	  anden	  faktor	  i	  leddet.	  Regner	  lærer	  at	  opfatte	  parentesen	  som	  
et	  tal	  og	  benytte	  den	  kommutative	  lov	  for	  multiplikation	  af	  tal,	  vender	  tilbage	  og	  skriver	  multiplikationen	  
eksplicit	  og	  tydeliggør	  dermed	  parentesreglens	  gyldighed.	  	  
	  
	  
	  
	  
Nu	  er	  parentesregnereglen	  ikke	  længere	  en	  regel	  uden	  grund.	  
I	  det	  følgende	  eksempel	  kan	  man	  se,	  at	  Regner	  er	  blevet	  fortrolig	  med	  denne	  type	  opgaver,	  at	  notation	  og	  
brug	  af	  andre	  bogstaver	  ikke	  forstyrrer	  forståelsen.	  
	  
	  
Ligninger	  
I	  forbindelse	  med	  løsning	  af	  ligninger	  af	  typen	  𝑎 ∙ 𝑥 = 𝑏	  eller	  𝑥 + 𝑎 = 𝑏,	  hvor	  x	  er	  den	  ubekendte	  og	  𝑎, 𝑏𝜖ℚ	  
vil	  Regner	  gætte	  på	  et	  tal,	  sætte	  det	  ind	  på	  x’s	  plads	  og	  beregne	  om	  udsagnet	  er	  sandt	  eller	  falsk.	  Hvis	  tallet	  
ikke	  opfylder	  ligningen,	  vil	  Regner	  gentage	  proceduren	  og	  verificere	  udsagnet	  igen.	  Først	  derefter	  kan	  
Regner	  sammenligne	  de	  to	  tal	  som	  han	  har	  prøvet	  sig	  frem	  med,	  og	  justere	  sit	  valg	  af	  det	  nye	  tal	  i	  forhold	  til	  
det.	  Det	  er	  en	  meget	  vanskelig	  procedure,	  som	  Regner	  kan	  håndtere,	  hvis	  løsningen	  er	  ”pæn”,	  dvs.	  et	  tilpas	  
lille	  naturligt	  tal	  eller	  decimaltal	  som	  fx	  4,5.	  	  
Skal	  Regner	  løse	  en	  aritmetisk	  ligning	  på	  formen	  𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑐,	  hvor	  𝑎, 𝑏, 𝑐𝜖ℤ	  og	  𝑥	  er	  den	  ubekendte,	  kan	  han	  
ikke	  gennemskue	  hvordan	  han	  kan	  gætte	  løsningen.	  Hans	  besvarelse	  bliver	  et	  tilfældigt	  gæt,	  og	  han	  
forsøger	  at	  indsætte	  tallet.	  Regner	  ved	  at	  resultatet	  er	  forkert,	  men	  vælger	  at	  skrive	  det	  alligevel,	  således	  
at:	  	  
	  
Det	  tyder	  på,	  at	  Regner	  forstår	  betydningen	  af	  lighedstegnet,	  men	  han	  har	  ingen	  kendskab	  til	  hvordan	  han	  
kan	  komme	  frem	  til	  ækvivalente	  ligninger,	  hvor	  den	  ubekendte	  er	  isoleret.	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Ser	  man	  Regner	  i	  Anna	  Sfards	  perspektiv,	  er	  han	  i	  gang	  med	  at	  internalisere	  ligningsbegrebet.	  
Ifølge	  Skemps	  model	  er	  dette	  en	  illustration	  af	  en	  instrumental	  intuitiv	  forståelse	  af	  ligninger.	  Regner	  
kender	  ikke	  reglen,	  men	  han	  –	  sandsynligvis	  drevet	  af	  sin	  stærke	  motivation	  til	  læring	  -­‐	  finde	  en	  metode	  til	  
at	  løse	  ligningen	  (Skemp,	  1979).	  
	  
Der	  hvor	  vi	  kan	  forudse,	  hvordan	  Regner	  vil	  reagere	  på	  bestemte	  opgaver,	  forbereder	  vi	  i	  forvejen	  passende	  
spørgsmål,	  som	  kan	  rette	  på	  manglende	  viden	  eller	  misforståelser.	  Men	  det	  er	  ikke	  hver	  gang	  muligt	  at	  gøre	  
det,	  og	  derfor	  tilpasser	  vi	  interventionsprogrammet	  løbende.	  Nogle	  gange	  finder	  vi	  det	  nødvendigt	  at	  
gentage	  forklaringen	  af	  tidligere	  gennemgåede	  begreber	  og	  regler,	  men	  vi	  supplerer	  forklaringen	  med	  nye	  
repræsentationer,	  så	  Regners	  udvalg	  af	  metoder	  vokser.	  Vi	  sammenholder	  disse	  repræsentationer,	  så	  han	  
kan	  anvende	  dem	  i	  tilsvarende	  situationer.	  Dybtgående	  ændringer	  i	  Regners	  løsningsstrategi	  er	  ikke	  
kondenseret,	  og	  af	  og	  til	  er	  vi	  nødt	  til	  at	  vende	  tilbage	  til	  de	  mindre	  abstrakte	  eksempler,	  hvor	  han	  føler	  sig	  
mere	  sikker.	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 Evaluering	  af	  forløbet	  1.5
For	  at	  teste	  elevernes	  fremgang	  efter	  interventionsforløbet,	  planlægger	  vi	  en	  sluttest,	  som	  skal	  vise	  os	  i	  
hvilken	  grad	  der	  er	  sket	  en	  udvikling.	  
Lige	  som	  i	  forbindelse	  med	  detektionsfasen	  får	  kontrolklasserne	  en	  skriftlig	  test,	  hvorefter	  vi	  afholder	  et	  
interview	  med	  Maren	  og	  Regner	  hvor	  de	  får	  lov	  til	  at	  uddybe	  deres	  svar.	  
Sluttest1	  består	  af	  30	  spørgsmål	  som	  skal	  besvares	  på	  60	  minutter,	  se	  bilag	  5.3.	  
	  
Spørgsmålene	  1,	  2	  og	  3	  tester	  alle	  om	  eleverne	  kan	  gange	  parenteser	  ud,	  men	  sværhedsgraden	  i	  disse	  
opgaver	  er	  forskellig.	  I	  den	  første	  opgave	  skal	  eleverne	  multiplicere	  et	  positiv	  heltal	  med	  en	  parentes,	  hvor	  
der	  også	  optræder	  et	  negativ	  heltal.	  Ydermere	  skal	  eleverne	  kunne	  reducere	  led	  af	  samme	  slags.	  Den	  anden	  
opgave	  tester	  om	  eleverne	  kan	  gange	  et	  tal	  med	  en	  parentes,	  når	  tallet	  optræder	  som	  anden	  faktor	  i	  
produktet.	  Den	  tredje	  opgave	  tester	  om	  eleverne	  kan	  multiplicere	  et	  negativ	  heltal	  med	  en	  parentes.	  
Opgaver	  4	  og	  5	  er	  en	  gentagelse	  af	  opgave	  15a	  og	  15b	  fra	  Detektionstest1.	  De	  tester	  om	  eleverne	  kan	  
acceptere	  0	  som	  et	  tal	  på	  lige	  fod	  med	  andre	  tal.	  I	  opgave	  4	  er	  det	  0	  som	  selvstændigt	  led	  og	  i	  opgave	  5	  er	  
det	  0	  som	  resultat.	  
Spørgsmål	  6	  og	  24	  har	  tilfælles	  at	  de	  forudsætter	  at	  eleverne	  kan	  multiplicere	  tal	  med	  parenteser,	  men	  de	  
tester	  også	  elevernes	  udholdenhed	  når	  der	  optræder	  flere	  parenteser	  og	  dermed	  flere	  led.	  Spørgsmål	  6	  
omhandler	  reduktion	  af	  udtryk,	  mens	  spørgsmål	  24	  er	  en	  førstegradsligning	  med	  den	  ubekendte	  a.	  Vi	  
forventer	  at	  elever	  som	  ikke	  kan	  besvare	  spørgsmål	  1,	  2,	  3,	  heller	  ikke	  kan	  besvare	  spørgsmål	  6.	  
Spørgsmål	  7	  er	  af	  samme	  sværhedsgrad	  som	  spørgsmål	  34	  i	  Detektionstest1	  og	  vil	  kunne	  illustrere	  en	  
udvikling	  fra	  begyndelsen	  af	  projektet	  og	  indtil	  nu	  i	  forhold	  til	  løsning	  af	  ligninger	  med	  den	  ubekendte	  n,	  
hvor	  der	  forudsættes	  at	  eleverne	  kan	  operere	  med	  heltal.	  Her	  er	  koefficienten	  for	  den	  ubekendte	  lig	  1.	  
Spørgsmål	  8	  indeholder	  fire	  delspørgsmål	  som	  vil	  afsløre	  om	  eleverne	  kan	  genkende	  en	  ligning,	  uanset	  om	  
den	  ubekendte	  er	  s,	  c	  eller	  x,	  og	  om	  eleverne	  kan	  skelne	  mellem	  en	  ligning	  og	  et	  udtryk,	  der	  indeholder	  
bogstaver.	  
Spørgsmål	  9	  og	  spørgsmål	  11	  vil	  teste	  om	  eleverne	  kan	  se	  forskel	  på	  fortegnene,	  og	  om	  eleverne	  ved,	  at	  
fortegnet	  har	  en	  betydning.	  Vi	  forudser	  at	  de	  fleste	  elever	  godt	  kan	  løse	  ligningen	  4𝑥 = 20,	  men	  de	  fleste	  
vil	  få	  vanskeligheder	  i	  spørgsmål	  11	  pga.	  den	  negative	  koefficient	  for	  x.	  Spørgsmålene	  er	  ikke	  stillet	  i	  
forlængelse	  af	  hinanden,	  for	  eleverne	  skal	  ikke	  så	  let	  kunne	  sammenligne	  de	  to	  ligninger	  og	  udnytte	  svaret	  
fra	  spørgsmål	  9	  til	  at	  ræsonnere	  sig	  frem	  til	  det	  korrekte	  fortegn	  for	  løsningen.	  
Spørgsmålene	  10,	  16	  og	  18	  tester	  elevernes	  forståelse	  af	  ligningsløsning	  når	  løsningsmængden	  er	  alle	  reelle	  
tal	  ℝ	  eller	  den	  tomme	  mængde	  ∅.	  Det	  skal	  bemærkes,	  at	  de	  fleste	  elever	  godt	  vil	  kunne	  løse	  en	  ligning,	  hvis	  
de	  bliver	  bedt	  om	  det,	  men	  nogle	  elever	  vil	  opleve	  en	  blokering	  i	  en	  sprogformulering	  som	  ”hvad	  er	  
løsningen…”	  ”hvor	  mange	  løsninger	  har…”,	  ”for	  hvilke	  x	  gælder	  at..”,	  ”isolér	  a	  …”.	  Disse	  formuleringer	  
genfinder	  sig	  i	  spørgsmålene	  10,	  16,	  17,	  18,	  21,	  22.	  	  
Spørgsmål	  21	  er	  af	  samme	  type	  som	  spørgsmål	  18	  i	  Detektionstest1,	  og	  spørgsmål	  22	  er	  inspireret	  af	  
spørgsmål	  19	  i	  Detektionstest1,	  men	  her	  testes	  om	  eleverne	  forstår	  hvad	  udtrykket	  ”isoler”	  betyder.	  Der	  
kunne	  være	  flere	  årsager	  til,	  at	  eleverne	  ikke	  kunne	  besvare	  spørgsmål	  19	  i	  Detektionstest1,	  da	  det	  også	  
appellerer	  til	  kendskab	  af	  division	  med	  brøker.	  	  
Der	  testes,	  i	  hvilken	  grad	  eleverne	  forstår	  hvad	  det	  betyder	  at	  et	  tal	  er	  løsning	  for	  en	  ligning	  i	  spørgsmålene	  
14,	  15,	  20.	  Selvom	  disse	  spørgsmål	  tilsyneladende	  omhandler	  det	  samme	  –	  om	  et	  tal	  er	  løsning	  for	  en	  
ligning	  –	  er	  de	  nuancerede	  pga.	  deres	  formulering	  samt	  placering	  i	  testen.	  I	  spørgsmål	  14	  forventes	  der	  at	  
eleverne	  benytter	  svaret	  fra	  det	  forrige	  spørgsmål.	  Spørgsmål	  15	  er	  placeret	  ret	  langt	  fra	  spørgsmål	  10,	  som	  
man	  ellers	  godt	  kan	  udnytte,	  hvis	  man	  har	  besvaret	  det,	  og	  hvis	  man	  kan	  huske	  at	  man	  har	  mødt	  ligningen	  
før.	  
Opgave	  19	  er	  meget	  lig	  opgave	  31	  i	  Detektionstest1,	  men	  i	  Sluttest1	  har	  vi	  valgt	  at	  opgaven	  skal	  teste	  om	  
eleven	  kan	  svare	  på	  trods	  af	  at	  svaret	  strider	  mod	  elevens	  logiske	  intuition,	  derfor	  er	  svaret	  ”vendt	  om”	  og	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eleven	  skal	  svare,	  at	  der	  er	  8	  gange	  flere	  børn	  end	  gaver	  (i	  Detektionstest1	  var	  svaret,	  at	  der	  er	  6	  gange	  
flere	  studerende	  end	  professorer,	  hvilket	  i	  de	  flestes	  øjne	  vil	  være	  logisk).	  	  
Tallet	  2	  i	  spørgsmål	  20	  har	  to	  forskellige	  betydninger;	  hvis	  man	  ikke	  kan	  skelne	  mellem	  dem,	  kan	  man	  ikke	  
besvare	  spørgsmålet	  korrekt.	  	  
Spørgsmål	  23	  er	  det	  samme	  som	  spørgsmål	  7	  i	  Detektionstest1.	  
I	  spørgsmål	  25	  er	  koefficienten	  for	  x	  en	  brøk.	  
Spørgsmål	  26	  er	  inspireret	  af	  spørgsmål	  54	  i	  Detektionstest1,	  hvor	  der	  testes	  om	  eleverne	  kan	  forkorte	  en	  
brøk	  med	  et	  negativt	  heltal.	  
Spørgsmål	  27	  tester	  om	  eleverne	  kan	  forstå	  betydningen	  af	  brøkstregen	  og	  dividere	  brøker	  med	  tal.	  Det	  er	  
en	  lettere	  udgave	  af	  spørgsmål	  12	  i	  Detektionstest1,	  da	  udtrykket	  ikke	  indeholder	  bogstaver.	  
I	  spørgsmålene	  28	  og	  29	  testes	  om	  eleverne	  kan	  bruge	  den	  kommutative	  lov	  for	  addition	  og	  multiplikation.	  
Spørgsmål	  30	  er	  en	  modelleringsopgave,	  hvor	  eleverne	  forventes	  at	  kunne	  tolke	  de	  oplyste	  tal	  og	  opstille	  
en	  førstegradsligning	  med	  en	  ubekendt	  samt	  løse	  den.	  Elever	  som	  har	  vanskeligheder	  med	  
symbolmanipulationer,	  men	  som	  har	  en	  logisk	  forståelse	  af	  opgaven,	  vil	  kunne	  løse	  opgaven,	  men	  ikke	  
kunne	  opstille	  ligningen.	  
	  
Resultaterne	  fra	  Sluttest1	  viser,	  at	  Maren	  og	  Regner	  begge	  klarer	  sig	  bedre	  end	  ved	  Detektionstest1.	  Dette	  
ses	  ved	  at	  de	  svarer	  korrekt	  på	  langt	  flere	  af	  opgaverne	  (se	  Figur	  15	  og	  Figur	  16).	  
	  
	  
FIGUR	  15	  SVARPROCENT	  1.P	  SLUTTEST1	  
	  
FIGUR	  16	  SVARPROCENT	  1.Q	  SLUTTEST1	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Maren	  besvarer	  Sluttest1	  med	  22,2%	  korrekt	  (se	  Figur	  17),	  der	  stadig	  placerer	  hende	  som	  eleven	  med	  den	  
dårligste	  præstation	  i	  klassen.	  
På	  Figur	  17	  ses	  den	  procentvise	  besvarelse	  af	  Sluttest1	  for	  de	  elever	  i	  klassen,	  der	  har	  deltaget	  i	  både	  
Detektionstest1	  og	  Sluttest1.	  Marens	  procentbesvarelse	  er	  markeret	  med	  rødt.	  
	  
	  
	  
FIGUR	  17	  SLUTTEST	  1.P	  
	  
Regners	  besvarelse	  af	  Sluttest1	  er	  38,9%	  korrekt	  (se	  Figur	  18),	  han	  placeres	  nu	  lige	  på	  medianen.	  	  
På	  Figur	  18	  ses	  besvarelsen	  af	  Sluttest1	  i	  procent	  for	  de	  elever	  i	  klassen,	  der	  har	  deltaget	  i	  både	  
Detektionstest1	  og	  Sluttest1.	  Regners	  procentbesvarelse	  er	  markeret	  med	  rødt.	  
	  
	  
FIGUR	  18	  SLUTTEST	  1.Q	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De	  udvalgte	  elevers	  indplacering	  i	  modellerne	  efter	  endt	  
interventionsprogram	  
Maren	  
Talforståelse	  og	  manipulation	  af	  symboler	  
Maren	  er	  stadig	  usikker	  på	  operationernes	  hierarki,	  når	  der	  optræder	  parenteser.	  Hun	  er	  i	  tvivl	  om	  hun	  må	  
godt	  reducere	  9𝑠  og	  𝑠	  i	  udtrykket	  9𝑠 + (𝑠 − 3) ∙ 5	  før	  hun	  ganger	  parentesen	  ud.	  Men	  hun	  kan	  godt	  
genkende	  led	  af	  samme	  type	  som	  godt	  må	  reduceres.	  Når	  hun	  reducerer	  udtrykket	  9𝑠 − 5 ∙ 𝑠 − 3 ,	  starter	  
hun	  med	  at	  opløse	  parentesen	  i	  det	  andet	  led	  ved	  at	  gange	  5	  ind	  i	  parentesen,	  men	  uden	  at	  tage	  hensyn	  til	  
minustegnet.	  Det	  tyder	  på,	  at	  Marens	  forståelse	  af	  symbolet	  ”-­‐”	  stadig	  er	  på	  et	  lavt	  niveau,	  hun	  ved	  ikke	  i	  
starten	  af	  interviewet,	  hvilket	  tal	  minustegnet	  tilhører	  og	  tildeler	  det	  til	  9s.	  Derfor	  er	  udtrykket	  omskrevet	  til	  5𝑠 − 15 − 9𝑠,	  her	  ses,	  at	  Maren	  spejlvender	  udtrykket	  når	  hun	  ganger	  ind	  i	  parentesen.	  Til	  gengæld	  er	  
Maren	  ikke	  i	  tvivl	  om	  hvordan	  man	  reducerer	  5𝑠 − 9𝑠.	  Opgave	  5	  volder	  Maren	  problemer,	  hun	  kan	  stadig	  
ikke	  besvare	  hvad	  𝑥 − 𝑥	  er,	  først	  forklarer	  hun	  at	  det	  giver	  –x.	  	  
Når	  Maren	  forklarer	  hvad	  hun	  vil	  gøre	  i	  opgave	  6,	  viser	  hun	  overblik	  over	  hvilke	  regler	  og	  i	  hvilken	  
rækkefølge	  hun	  skal	  bruge	  dem.	  De	  skjulte	  tegn	  ”∙”	  eller	  ”+”	  er	  forvirrende	  for	  Maren	  og	  hun	  vil	  helst	  have	  
at	  der	  står	  plus	  eller	  minus	  mellem	  2	  og	  parentesen	  i	  udtrykket	  2 3𝑎   +   5b +   3(4a   −   3b).	  
	  
Under	  interviewet	  bliver	  Maren	  mere	  og	  mere	  sikker	  på	  hvad	  hun	  skal	  gøre,	  hendes	  svar	  bliver	  mindre	  
tilfældige	  og	  mere	  begrundede.	  Dette	  kan	  illustreres	  ved	  Marens	  udvikling	  i	  forståelsen	  af	  hvad	  𝑥 − 𝑥	  er	  og	  
hvordan	  hun	  overfører	  det	  til	  lignende	  opgavedele.	  	  
Interview:	  
L:	  Hvad	  giver	  𝑥 − 𝑥?	  
M:	  …	  
L:	  Hvordan	  regner	  man	  det	  ud?	  
M:	  Altså	  jeg	  vil	  sige	  –x.	  	  
L:	  Hvorfor	  vil	  du	  sige	  det?	  
M:	  Vi	  har	  x	  og	  så	  skal	  vi	  trække	  en	  x	  fra	  ,	  også	  bliver	  det	  negativt	  
L:	  Hvor	  mange	  x’er	  har	  vi?	  
M.	  Der	  er	  to	  x’er,	  så	  trækker	  vi	  et	  x	  fra,	  nå	  så	  er	  det	  bare	  x.	  
…	  
(L	  vender	  tilbage	  til	  spørgsmål	  5	  efter	  gennemgang	  af	  spørgsmål	  6)	  
L:	  Hvis	  nu	  du	  skal	  reducere	  det,	  hvad	  betyder	  det	  der	  står	  (henviser	  til	  x-­‐x)?	  
M:	  Man	  skal	  trække	  fra.	  
L:	  Hvad	  skal	  man	  trække	  fra?	  
M:	  x	  
L:	  Hvad	  skal	  man	  trække	  x	  fra?	  
M:	  x	  
L:	  Hvor	  mange	  er	  det	  så	  tilbage?	  
M:	  Ingen..	  og	  det	  er	  nul.	  
	  
I	  forbindelse	  med	  besvarelse	  af	  opgave	  10	  under	  interviewet,	  er	  Maren	  i	  tvivl	  om	  hvad	  5𝑥 − 5𝑥	  er.	  Men	  
hun	  er	  ikke	  i	  tvivl,	  når	  hun	  under	  besvarelsen	  af	  opgave	  16	  skal	  reducere	  27𝑥 − 27𝑥.	  Så	  i	  løbet	  af	  de	  40	  
minutter	  interviewet	  tager,	  er	  Maren	  mere	  sikker	  i	  sin	  besvarelse.	  
Maren	  viser	  en	  sikker	  forståelse	  af	  fortegn	  for	  led	  i	  et	  udtryk	  i	  slutningen	  af	  interviewet,	  på	  trods	  af	  en	  
meget	  usikker	  præstation	  i	  starten	  af	  interviewet,	  hvor	  fortegn	  flyttes	  rundt	  fra	  det	  ene	  til	  det	  andet	  led.	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Maren	  adderer	  mere	  sikkert	  med	  både	  positive	  og	  negative	  tal	  sammenlignet	  med	  hendes	  præstation	  ved	  
Detektionstest1,	  men	  hun	  regner	  stadig	  på	  fingrene	  og	  når	  hun	  skal	  sige	  hvad	  !"! 	  er,	  svarer	  hun	  ”syv	  gange”.	  
Dette	  tyder	  på,	  at	  Maren	  godt	  kan	  skifte	  mellem	  de	  forskellige	  repræsentationer	  af	  division,	  men	  hun	  
opfatter	  division	  som	  det	  omvendte	  af	  multiplikation	  og	  ikke	  som	  en	  selvstændig	  operation	  –	  ”hvor	  mange	  
gange	  går	  4	  op	  i	  28?”	  	  
Der	  er	  uden	  tvivl	  en	  progression	  i	  Marens	  forståelse	  af	  tal	  og	  manipulation	  af	  udtryk	  med	  bogstaver,	  som	  
ved	  de	  tre	  modeller	  kan	  karakteriseres	  på	  følgende	  måde:	  
SOLO:	  Maren	  har	  udviklet	  sig	  til	  nu	  at	  være	  på	  et	  uni-­‐strukturelt	  forståelsesniveau.	  
Skemp:	  I	  de	  fleste	  situationer	  viser	  Maren	  en	  relationel	  forståelse,	  men	  hun	  har	  stadig	  brug	  for	  trygge	  
rammer,	  da	  hun	  ikke	  har	  ret	  meget	  selvtillid	  og	  let	  kan	  skynde	  sig	  til	  at	  komme	  med	  hurtige,	  tilfældige	  svar.	  
Se	  Figur	  19.	  
Sfard:	  Maren	  er	  i	  begyndelsen	  af	  en	  kondenseringsproces	  og	  er	  på	  vej	  til	  en	  strukturel	  forståelse	  af	  
bogstavudtryk,	  mens	  division	  med	  heltal	  er	  stadig	  på	  et	  operationelt	  niveau.	  
Løsning	  af	  ligninger	  
Maren	  kan	  godt	  genkende	  en	  ligning	  med	  én	  ubekendt	  og	  løse	  en	  førstegradsligning,	  hvis	  hun	  bliver	  bedt	  
om	  det,	  men	  hun	  kan	  ikke	  forstå	  hvad	  opgaven	  omhandler,	  hvis	  det	  er	  en	  tekstopgave	  eller	  hvis	  hun	  bliver	  
spurgt:	  ”hvad	  er	  løsningen…”	  ”hvor	  mange	  løsninger	  har…”,	  ”for	  hvilke	  x	  gælder	  at..”,	  ”isolér	  a	  …”	  	  
SOLO:	  Maren	  har	  gennem	  interventionen	  opnået	  en	  multistrukturel	  forståelse	  af	  ligninger,	  uden	  at	  kunne	  
danne	  relationer	  mellem	  begreberne.	  Hun	  har	  kendskab	  til	  flere	  elementer,	  men	  hun	  har	  svært	  ved	  at	  se	  
sammenhængen	  mellem	  dem	  –	  det	  er	  som	  om	  hun	  ser	  træerne,	  men	  hun	  kan	  ikke	  forstå,	  at	  træerne	  
danner	  skoven.	  
Skemp:	  Maren	  er	  i	  begyndelsen	  af	  udviklingen	  af	  en	  relationel	  forståelse.	  
Sfard:	  Ifølge	  Sfards	  model	  er	  Marens	  forståelse	  af	  ligningsbegrebet	  i	  starten	  af	  kondenseringsfasen.	  
Forståelse	  af	  ligningsbegrebet	  er	  strukturel	  mens	  ligningsløsningen	  er	  på	  et	  operationelt	  niveau.	  
	  
Maren	   	   ℕ	   ℤ!	   ℚ	   ℝ	   Bogstaver	   Fortegn	   Parenteser	   Ligninger	   Ligningsløsning	  
Instrumentel	   Intuitiv	   x	   x	   x	   x	   x	   x	   x	   x	   x	  
	   Refleksiv	   x	   x	   	   	   x	   	   x	   	   x	  
Relationel	   Intuitiv	   x	   x	   	   	   	   	   	   	   x	  
	   Refleksiv	   x	   x	   	   	   	   	   	   	   	  
Logisk	   Intuitiv	   x	   	   	   	   	   x	   	   	   x	  
	   Refleksiv	   x	   	   	   	   	   	   	   	   	  
Symbolsk	   Intuitiv	   x	   	   x	   x	   x	   	   	   	   x	  
	   Refleksiv	   x	   	   	   	   x	   	   	   	   	  
FIGUR	  19:	  MAREN	  POST-­‐INTERVENTION	  
Regner	  	  
Talforståelse	  og	  manipulation	  med	  symboler	  	  
Regners	  udvikling	  i	  forhold	  til	  manipulation	  med	  bogstavudtryk	  kan	  vises	  ved	  følgende	  opgave	  fra	  
interviewet	  efter	  Sluttest1:	  
	  
Interview:	  
Opgave	  3:	  Hvad	  er	  	  9𝑠 − 5 ∙ (𝑠 − 3)?	  
	  
R:	  Der	  har	  vi	  så	  9s	  minus	  5	  gange	  𝑠  minus	  3	  (skriver	  ligningen	  op).	  De	  9s	  kan	  vi	  ikke	  gøre	  noget	  ved	  (skriver	  
9s)	  og	  så	  har	  vi	  minus	  5	  gange	  s	  (skriver	  −5 ∙ 𝑠)	  minus	  5	  gange	  minus	  3	  (skriver	  −5 ∙ −3)	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Så	  er	  det	  bare	  −5	  gange	  s	  tænker	  jeg	  det	  må	  så	  være	  negativt,	  så	  det	  går	  nedad	  så	  det	  er	  −5𝑠	  og	  det	  tager	  
jeg	  så	  fra	  9𝑠	  så	  det	  bliver	  til	  4𝑠	  (skriver	  4𝑠).	  Så	  har	  jeg	  taget	  minus	  5	  gange	  minus	  3	  og	  når	  man	  ganger	  
minus	  med	  minus,	  så	  er	  det	  plus	  og	  3	  gange	  5	  er	  15,	  så	  det	  er	  plus	  15	  (skriver	  15	  –	  der	  står	  nu	  4    15	  på	  
papiret).	  
L:	  Hvad	  skal	  der	  stå	  mellem	  4s	  og	  15?	  
R:	  Plus?	  
L:	  Ja	  
R	  (skriver	  4𝑠 + 15)	  
L:	  Hvad	  er	  problemet	  hvis	  du	  ikke	  skriver	  plus,	  hvad	  kan	  man	  så	  misforstå?	  
R:	  At	  de	  hænger	  sammen.	  
L:	  Og	  hvordan	  hænger	  de	  sammen?	  Hvilken	  operation	  tror	  man	  det	  er?	  
R:	  At	  man	  skal	  gange	  4s	  med	  15.	  
	  
Her	  ser	  vi,	  at	  Regner	  har	  fået	  en	  meget	  bedre	  forståelse	  af	  parentesernes	  betydning.	  Han	  manipulerer	  
sikkert	  med	  bogstavudtrykkene	  og	  har	  ingen	  problemer	  med	  at	  gange	  faktorer	  med	  negative	  fortegn	  
sammen,	  dog	  tolker	  han	  leddet	  -­‐5s	  som	  et	  negativt	  tal	  på	  trods	  af,	  at	  han	  i	  interviewet	  kan	  begrunde	  sit	  
korrekte	  svar	  på	  spørgsmål	  23	  (er	  tallet	  –a	  positivt,	  negativt	  eller	  kan	  det	  ikke	  afgøres).	  Dette	  forklares	  ved	  
at	  Regner	  benytter	  den	  tallinje	  vi	  har	  anvendt	  under	  interventionen	  (Figur	  14).	  Regner	  viser	  i	  flere	  
situationer,	  at	  han	  kan	  forklare	  hvorfor	  han	  bruger	  de	  regler	  som	  han	  gør.	  
Vi	  kan	  på	  baggrund	  af	  testen	  og	  det	  efterfølgende	  interview	  indplacere	  Regner	  på	  følgende	  måde	  i	  de	  tre	  
modeller:	  
SOLO:	  Multistrukturel	  forståelse,	  på	  vej	  mod	  en	  relationel	  forståelse.	  
Skemp:	  Relationel	  forståelse	  som	  dog	  ikke	  er	  helt	  indlært	  endnu.	  Regner	  har	  fået	  en	  bedre	  forståelse,	  i	  
forhold	  til	  tidligere,	  af	  de	  regler	  han	  bruger,	  fx	  når	  han	  ganger	  ind	  i	  parenteser,	  men	  det	  er	  ikke	  flydende.	  Se	  
Figur	  20.	  
Sfard:	  Mange	  elementer	  er	  strukturelle,	  som	  fx	  fortegn	  kontra	  operation	  og	  betydningen	  af	  parenteser,	  og	  
dermed	  er	  forståelsen	  på	  vej	  igennem	  en	  kondenseringsfase.	  	  
	  
	  
Regner	  har	  dog	  stadig	  nogle	  vanskeligheder	  med	  manipulation	  af	  bogstaver,	  som	  kommer	  til	  udtryk	  når	  han	  
regner	  den	  følgende	  opgave:	  	  
	  
Interview	  
Opgave	  5:	  Reducér	  udtrykket:	  2 3𝑎 + 5𝑏 + 3(4𝑎 − 3𝑏).	  
R:	  Så	  er	  det	  bare	  2	  gange	  3a	  plus	  2	  gange	  5b	  plus	  3	  gange	  4a	  minus	  3	  gange	  3b.	  (skriver	  2 ∙ 3𝑎 + 2 ∙ 5𝑏 +3 ∙ 4𝑎 − 3 ∙ 3𝑏)	  
2	  gange	  3a	  er	  6a	  og	  vi	  har	  10b	  og	  så	  har	  jeg	  …	  jeg	  kan	  ikke	  huske	  hvad	  jeg	  gjorde	  sidst…	  det	  er	  3	  gange	  4a	  
det	  er	  12a	  og	  så…	  det	  er…	  
L:	  (L	  læser	  hvad	  R	  har	  skrevet	  på	  papiret)	  minus	  3	  gange	  3b	  
R:	  Jeg	  tænker,	  at	  det	  er	  minus	  så	  det	  er	  negativt,	  så	  det	  må	  være	  minus	  3	  nej	  6b.	  
L:	  Hvor	  kom	  6	  fra?	  
R:	  Det	  er	  fordi	  jeg	  har	  minus	  3	  og	  det	  er	  negativt	  og	  hvis	  jeg	  tæller	  tre	  ned	  tre	  gange	  fra	  3	  så	  kommer	  jeg	  
først	  til	  0	  og	  fra	  0	  til	  minus	  3	  og	  fra	  minus	  3	  til	  minus	  6,	  så	  det	  bliver	  minus	  6b.	  
L:	  (stopper	  her)	  
	  
Her	  ses	  det,	  at	  Regner	  stadig	  har	  nogle	  vanskeligheder	  med	  at	  gange	  tal	  og	  symboler	  sammen	  og	  hvilken	  
betydning	  det	  har.	  Det	  er	  tydeligt	  at	  Regner	  igen	  her	  forsøger	  at	  anvende	  tallinjen	  fra	  interventionen	  (Figur	  
14),	  men	  han	  anvender	  den	  med	  det	  forkerte	  udgangspunkt	  (3b	  stedet	  for	  0).	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Løsning	  af	  ligninger	  
I	  forhold	  til	  løsning	  af	  ligninger	  har	  Regner	  gennemgået	  en	  udvikling	  der	  gør,	  at	  han	  tør	  gå	  i	  gang	  med	  at	  
løse	  en	  ligning.	  Udviklingen	  kan	  blandt	  andet	  ses	  i	  denne	  opgave:	  	  
Interview	  
Opgave	  12	  Løs	  ligningen	  5𝑥 + 15 = 𝑥 + 43	  
R:	  (skriver	  ligningen	  op  5𝑥 + 15 = 𝑥 + 43)	  
Skriver	  derefter	  ligningen	  om	  til	  	  5𝑥 + 15 − 15 = 𝑥 + 43 − 15	  og	  omskriver	  til	  5𝑥 = 𝑥 + 28	  	  	  
R:	  (Er	  i	  tvivl	  om	  hvordan	  han	  kommer	  videre)	  
L:	  Du	  har	  nu	  trukket	  15	  fra	  på	  begge	  sider.	  Hvad	  er	  målet	  med	  det	  her?	  Hvad	  vil	  du?	  
R:	  At	  finde	  x.	  
L:	  Hvor	  er	  x	  henne?	  
R:	  Der	  og	  der	  (peger	  på	  hhv.	  5x	  og	  x	  på	  hver	  sin	  side	  af	  lighedstegnet)	  
L:	  Ja	  
R:	  Hvis	  jeg	  dividerer	  de	  5x	  med	  x…	  
L:	  Hvis	  du	  dividerer,	  har	  du	  så	  samlet	  x’erne?	  
R:	  …	  
L:	  Hvordan	  kan	  vi	  samle	  x’erne	  på	  den	  ene	  side	  af	  lighedstegnet?	  
L:	  Er	  det	  måske	  noget	  der	  ligner	  det	  vi	  har	  lavet	  her	  (peger	  på	  linje	  ovenfor	  hvor	  15	  er	  trukket	  fra)	  
R:	  Hmm…	  
L:	  Vil	  du	  gøre	  noget	  med	  5x,	  eller	  vil	  du	  gøre	  noget	  med	  x,	  eller	  vil	  du	  gøre	  noget	  med	  28?	  
R:	  Jeg	  vil	  gøre	  noget	  med	  5x.	  
L:	  Hvad	  vil	  du	  gøre	  ved	  den?	  	  
R:	  Minus	  5x	  
L:	  Ja,	  det	  kan	  vi	  sagtens.	  
R:	  Skriver	  5𝑥 − 5𝑥 = 𝑥 − 5𝑥 + 28	  
Og	  omskriver	  til:	  0 = −4𝑥 + 28	  
R	  er	  igen	  i	  tvivl	  om	  hvad	  han	  skal	  gøre.	  
L:	  kan	  vi	  gøre	  noget	  som	  ligner	  fx	  denne	  her	  ligning	  (peger	  på	  ligningen	  −4𝑥 = 20	  som	  er	  løst	  tidligere	  i	  
opgave	  11)	  
R:	  Ja	  det	  er	  det	  samme	  som	  her	  (peger	  på	  -­‐4x)	  
L:	  Nå	  ja,	  det	  er	  minus	  fire	  x	  begge	  steder,	  men	  hvordan	  ….	  
R:	  Skriver	  !!!!! = !"!!	  
L:	  Men	  nu	  er	  der	  sket	  noget,	  før	  stod	  det	  hele	  på	  højre	  side	  af	  lighedstegnet,	  nu	  står	  de	  pludselig	  hver	  for	  sig.	  
Hvordan	  kom	  du	  herfra	   0 = −4𝑥 + 28 	  og	  hertil	   !!!!! = !"!! ?	  	  
Hvad	  er	  der	  sket	  med	  -­‐4x	  	  
R:	  De	  er	  kommet	  over	  på	  venstre	  side.	  
L:	  Hvordan	  gør	  man	  det?	  Den	  forsvandt	  fra	  højre	  side	  
R:	  Plusser	  med	  4x	  
L:	  Så	  hvis	  man	  plusser	  4	  x	  hvad	  står	  der	  så?	  
R:	  Så	  står	  der:	  0 + 4𝑥 = −4𝑥 + 4𝑥 + 28	  
L:	  Hvad	  er	  så	  det	  næste	  skridt?	  
R:	  4𝑥 = 28	  
L:	  Ja	  –	  er	  der	  nogen	  forskel	  fra	  det	  du	  havde	  før?	  
R:	  Det	  er	  ikke	  negativt	  
L:	  Kan	  du	  så	  rette	  det	  til?	  
45	  
	  
R:	  Skriver	  	  !!! = !"! 	  	  og	  omskriver	  til	  𝑥 = 7  
	  
I	  dette	  eksempel	  ses	  det,	  at	  Regner	  har	  fået	  en	  del	  bedre	  styr	  på	  det	  at	  løse	  ligninger,	  men	  at	  det	  stadig	  er	  
vanskeligt	  for	  ham,	  og	  at	  det	  på	  ingen	  måde	  sker	  flydende	  eller	  selvstændigt.	  
Regner	  har	  dog	  fået	  styr	  på	  hvilke	  regler	  der	  gælder	  for	  løsning	  af	  en	  ligning,	  og	  han	  kan	  bruge	  addition,	  
subtraktion	  og	  division	  på	  de	  rigtige	  tidspunkter.	  
Regner	  har	  fundet	  sin	  egen	  metode	  til	  at	  løse	  ligninger,	  som	  går	  ud	  på	  at	  samle	  alle	  led	  på	  den	  ene	  side	  af	  
lighedstegnet	  ved	  at	  addere	  eller	  subtrahere	  på	  begge	  sider,	  hvorefter	  han	  ”flytter”	  x-­‐leddet	  tilbage	  på	  
venstre	  side	  (oftest	  gøres	  dette	  korrekt	  selvom	  det	  ikke	  var	  tilfældet	  i	  dette	  eksempel),	  og	  til	  sidst	  dividerer	  
han	  med	  koefficienten	  til	  x.	  
Vi	  kan	  indplacere	  Regner	  i	  de	  tre	  modeller	  således:	  
SOLO:	  multistrukturel	  forståelse	  –	  Regner	  kan	  lave	  rutineprægede	  operationer	  i	  en	  ligning.	  
Skemp:	  relationel	  intuitiv:	  Regner	  kender	  nu	  til	  reglerne	  for	  løsning	  af	  ligninger	  og	  også	  hvorfor	  –	  han	  har	  
blot	  ikke	  endnu	  en	  sikkerhed	  i	  sin	  anvendelse	  af	  reglerne.	  Se	  Figur	  20	  
Sfard:	  Regners	  forståelse	  af	  ligningsløsning	  er	  på	  vej	  gennem	  en	  kondenseringsfase,	  men	  befinder	  sig	  stadig	  
på	  et	  operationelt	  niveau.	  
	  
Vi	  kan	  se	  af	  Sluttest1,	  at	  Regners	  forståelse	  af	  tekstopgaver	  er	  fin,	  han	  forstår	  godt	  hvad	  der	  menes	  når	  der	  
fx	  i	  en	  opgave	  står:	  For	  hvilke	  x	  gælder	  at	  7𝑥 + 6	  er	  lig	  med	  8𝑥 − 2,	  som	  han	  selvstændigt	  og	  spontant	  
opskriver	  som	  en	  ligning.	  	  
Som	  nævnt	  under	  beskrivelsen	  af	  Regners	  forståelse	  ved	  Detektionstest1,	  viste	  han	  der	  en	  grad	  af	  logisk	  
forståelse,	  som	  vi	  ikke	  var	  sikre	  på	  skyldes	  reel	  logisk	  forståelse,	  men	  måske	  kunne	  hænge	  sammen	  med	  at	  
opgaven	  var	  stillet	  så	  man	  intuitivt	  ville	  besvare	  det	  korrekte.	  Derfor	  havde	  vi	  i	  Sluttest1	  en	  lignende	  
opgave,	  men	  med	  omvendt	  svar	  af	  hvad	  der	  er	  intuitivt	  korrekt.	  Denne	  opgave	  besvarer	  Regner	  på	  følgende	  
måde:	  
	  
Interview	  
Opgave	  19:	  Hvis	  G	  er	  antallet	  af	  julegaver	  og	  B	  er	  antallet	  af	  børn,	  hvad	  udtrykker	  følgende	  ligning	  da	  om	  
sammenhængen	  mellem	  antallet	  af	  gaver	  og	  antallet	  af	  børn:	  8 ∙ 𝐺 = 𝐵?	  
R:	  (Læser	  opgaveteksten	  højt	  og	  tænker	  derefter	  længe)	  Der	  er	  otte	  børn	  der	  får	  lige	  mange	  gaver.	  
L:	  Ved	  du	  hvor	  mange	  børn	  der	  er?	  
R:	  Ja	  –	  eller	  nej	  det	  ved	  jeg	  ikke.	  
L:	  Du	  ved	  heller	  ikke	  hvor	  mange	  gaver	  der	  er	  -­‐	  vel?	  
R:	  Nej	  
L:	  Men	  du	  ved	  at	  otte	  gange	  gaver	  lig	  med	  børn,	  eller	  at	  otte	  gange	  antal	  gaver	  er	  lig	  antal	  børn.	  Hvad	  er	  
der	  flest	  af	  -­‐	  børn	  eller	  gaver?	  
R:	  Der	  er	  flest	  gaver.	  
L:	  (efter	  en	  pause)	  hvordan	  kan	  du	  se	  det?	  
R:	  Nåh…	  det	  er	  fordi	  at	  jeg	  tænker	  at	  de	  får	  mere	  end	  en	  gave	  hver.	  
L:	  Jah?	  
R:	  Jeg	  ved	  ikke,	  når	  jeg	  tænker	  over	  det	  er	  der	  vel	  lige	  mange…	  	  
L:	  Hvis	  jeg	  har	  en	  gave	  hvor	  mange	  børn	  er	  der	  så?	  Dvs.	  G=1,	  hvor	  mange	  børn	  er	  der	  så?	  
R:	  8	  
L:	  Og	  hvis	  jeg	  har	  2	  gaver?	  
R:	  Så	  er	  der	  16	  	  
L:	  Så	  hvad	  så?	  
R:Det	  vil	  sige,	  at	  per	  gave	  er	  der	  otte	  børn.	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Med	  hjælp	  kan	  Regner	  godt	  nå	  frem	  til	  svaret,	  men	  han	  kan	  ikke	  selvstændigt	  finde	  frem	  til	  det,	  da	  det	  
bryder	  med	  hans	  logiske	  intuition.	  At	  der	  skal	  være	  flere	  gaver	  til	  hvert	  barn	  vil	  være	  logisk,	  mens	  det	  
modsatte	  er	  svært	  at	  forestille	  sig	  for	  de	  fleste.	  I	  dette	  eksempel	  har	  vi	  set,	  at	  Regners	  logiske	  forståelse	  
højst	  er	  på	  et	  intuitivt	  niveau,	  og	  at	  hans	  korrekte	  svar	  på	  opgaven	  i	  Detektionstest1	  hænger	  sammen	  med	  
at	  svaret	  passer	  med	  det	  som	  rent	  intuitivt	  er	  logisk,	  men	  at	  han	  ikke	  anvender	  en	  matematisk	  logisk	  
forståelse	  til	  at	  nå	  frem	  til	  svaret.	  
	  
	  
	  
Regner	   	   ℕ	   ℤ!	   ℚ	   ℝ	   Bogstaver	   Fortegn	   Parenteser	   Ligninger	   Ligningsløsning	  
Instrumentel	   Intuitiv	   x	   x	   x	   x	   x	   x	   x	   x	   x	  
	   Refleksiv	   x	   x	   	   	   	   	   x	   	   x	  
Relationel	   Intuitiv	   x	   x	   	   	   	   	   x	   	   x	  
	   Refleksiv	   x	   x	   	   	   	   	   	   	   	  
Logisk	   Intuitiv	   x	   x	   	   	   	   	   	   	   x	  
	   Refleksiv	   x	   x	   	   	   	   	   	   	   	  
Symbolsk	   Intuitiv	   x	   x	   x	   	   x	   x	   x	   x	   x	  
	   Refleksiv	   x	   	   	   	   	   	   	   	   	  
FIGUR	  20	  REGNER	  POST-­‐INTERVENTION	  
	  
Opsummering	  
Forståelsesudviklingen	  for	  de	  to	  elever	  efter	  interventionsprogrammet	  er	  tydelig,	  men	  begreberne	  er	  ikke	  
stabile,	  hvilket	  underbygges	  af	  elevernes	  besvarelser	  i	  interviewet	  og	  i	  forhold	  til	  den	  skriftlige	  test.	  	  
Selvom	  Maren	  har	  den	  dårligste	  besvarelse	  blandt	  de	  testede	  elever,	  kan	  man	  tydeligt	  se	  en	  udvikling,	  da	  
hun	  har	  en	  markant	  procentvis	  ændring	  i	  præstationen	  (se	  Figur	  21)	  Det	  er	  bemærkelsesværdigt,	  at	  hun	  er	  
den	  eneste	  i	  klassen,	  der	  har	  en	  så	  voldsom	  udvikling	  på	  trods	  af	  det	  tidsmæssigt	  korte	  forløb.	  
	  
	  
FIGUR	  21	  UDVIKLING	  1.P	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Ser	  man	  på	  den	  procentvise	  ændring	  af	  præstationen,	  som	  elever	  i	  1.q	  har	  haft,	  er	  der	  kun	  to	  elever,	  der	  
præsterer	  væsentligt	  bedre	  ved	  slutningen	  af	  forløbet,	  Regner	  og	  Alma	  (se	  Figur	  22).	  Det	  er	  ikke	  
overraskende,	  at	  Alma	  er	  blevet	  bedre,	  da	  hun	  er	  den	  anden	  elev	  fra	  klassen,	  som	  vi	  har	  haft	  et	  
interventionsforløb	  med.	  	  Almas	  udgangspunkt	  efter	  Detektionstest1	  var	  generelt	  på	  et	  præ-­‐strukturelt	  
niveau,	  og	  det	  har	  betydet,	  at	  interventionsforløbet	  ikke	  skulle	  rette	  på	  indlærte	  misforståelser,	  som	  hos	  
Regner,	  men	  blot	  indlære	  nye	  begreber.	  	  Vi	  har	  en	  forestilling	  om,	  at	  det	  er	  mere	  besværligt	  at	  bryde	  
mønstre	  og	  rette	  på	  misforståelser	  eller	  fejl	  end	  at	  indlære	  helt	  nye	  begreber.	  
Regners	  forståelsesudvikling	  er	  tilfredsstillende,	  da	  han	  oplever	  et	  stort	  fremskridt	  i	  forhold	  til	  de	  andre	  
elever	  i	  klassen.	  Hans	  placering	  har	  ændret	  sig	  fra	  at	  være	  blandt	  de	  25%	  dårligste	  elever	  til	  at	  være	  
placeret	  lige	  på	  medianen.	  
	  
	  
FIGUR	  22	  UDVIKLING	  1.Q	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 Diskussion	  1.6
I	  forbindelse	  med	  vores	  arbejde	  med	  begreber	  og	  begrebsforståelse	  har	  vi	  haft	  fokus	  på	  symbol-­‐	  og	  
formalismekompetencerne	  hos	  to	  1.hf	  elever	  og	  på	  om	  eventuelle	  vanskeligheder	  med	  disse	  kompetencer	  
har	  haft	  en	  indflydelse	  på,	  om	  eleverne	  har	  kunnet	  tilegne	  sig	  ligningsbegrebet,	  og	  om	  elevernes	  
vanskeligheder	  i	  forhold	  til	  løsning	  af	  algebraiske	  ligninger	  skyldes	  disse	  vanskeligheder.	  
Ifølge	  Anna	  Sfards	  forståelsesmodel	  vil	  det	  være	  nødvendigt	  at	  de	  kompetencer	  man	  skal	  bygge	  ovenpå,	  har	  
opnået	  en	  kondensering	  og	  eventuelt	  en	  reificering	  før	  det	  er	  muligt	  at	  benytte	  dem	  i	  videreudviklingen	  af	  
andre	  kompetencer.	  Det	  er	  altså	  nødvendigt	  at	  opnå	  en	  strukturel	  forståelse	  af	  et	  begreb	  inden	  man	  kan	  
udvide	  til	  andre	  begreber.	  	  
	  
Vi	  har	  fundet,	  at	  de	  vanskeligheder	  eleverne	  har	  haft	  i	  forhold	  til	  at	  forstå	  og	  manipulere	  med	  algebraiske	  
udtryk	  kan	  skyldes	  vanskeligheder	  med	  forståelse	  af	  anvendte	  symboler	  og	  deres	  betydning.	  Disse	  
vanskeligheder	  har	  blandt	  andet	  bestået	  i	  begrænset	  kendskab	  til	  minustegnet	  når	  dette	  anvendes	  som	  
fortegn	  eller	  operator,	  betydningen	  af	  bogstaver	  og	  parenteser	  i	  algebraiske	  udtryk,	  og	  selve	  
ligningsbegrebet,	  hvad	  der	  er	  afgørende	  for	  at	  eleverne	  kan	  genkende	  en	  ligning.	  Vanskelighederne	  i	  
forhold	  til	  algebraiske	  udtryk	  ses	  fx	  hos	  Regner	  i	  eksemplet	  på	  side	  27	  hvor	  der	  indgår	  bogstaver	  og	  
parenteser	  i	  et	  udtryk	  der	  skal	  reduceres.	  	  Regner	  har	  behov	  for	  at	  udskifte	  bogstaverne	  med	  tal	  for	  at	  
kunne	  reducere	  udtrykket,	  hvilket	  viser,	  at	  hans	  forståelse	  af	  algebraiske	  udtryk	  er	  en	  proces	  og	  ikke	  et	  
selvstændigt	  matematisk	  objekt.	  Det	  er	  tydeligt	  at	  eleverne	  tidligere	  har	  tilegnet	  sig	  en	  instrumental	  
forståelse	  af	  regneregler	  for	  brøker,	  dvs.	  de	  har	  lært	  nogle	  regler	  udenad	  for	  brøkregning,	  men	  de	  har	  ikke	  
forstået	  hvordan	  og	  hvornår	  reglerne	  virker,	  og	  dermed	  har	  de	  svært	  ved	  at	  fremkalde	  og	  anvende	  reglerne	  
korrekt	  i	  relevante	  sammenhænge.	  
	  
De	  elever	  vi	  har	  arbejdet	  med,	  har	  haft	  store	  vanskeligheder	  med	  at	  manipulere	  med	  udtryk	  hvori	  der	  
indgår	  minustegn,	  parenteser	  eller	  bogstaver	  da	  de	  ikke	  havde	  forstået	  symbolernes	  betydning	  i	  udtrykket.	  
Gennem	  de	  tilrettelagte	  interventionsprogrammer	  har	  vi	  forsøgt	  at	  føre	  eleverne	  fra	  en	  instrumental	  
forståelse	  af	  symbolerne	  og	  begreberne	  til	  en	  relationel	  forståelse,	  da	  vi	  ser	  den	  relationelle	  forståelse	  som	  
en	  dybere	  forståelse	  end	  den	  instrumentale.	  Vi	  ønsker	  at	  eleverne	  får	  en	  strukturel	  forståelse,	  så	  de	  lettere	  
kan	  fremkalde	  reglerne	  og	  anvende	  dem	  på	  et	  senere	  tidspunkt	  og	  på	  mere	  komplekse	  matematiske	  
sammenhænge.	  
	  
	  Vi	  har	  i	  interventionen	  forsøgt	  at	  appellere	  til	  elevernes	  repræsentationskompetence,	  fx	  billedskabelse	  af	  
tal	  (tallinje)	  og	  brøker	  (lagkager	  eller	  chokoladestang)	  (Niss,	  2002).	  I	  kondenseringsprocessen	  af	  de	  nye	  
begreber	  har	  vi	  forsøgt	  at	  aktivere	  de	  kompetencer	  eleverne	  allerede	  var	  i	  besiddelse	  af.	  	  
Selve	  ligningsbegrebet	  og	  ligningsløsningsmodellen	  har	  vi	  introduceret	  til	  sidst	  i	  interventionsprogrammet,	  
blandt	  andet	  ved	  brug	  af	  balancemodellen	  (Vlassis,	  2002),	  igen	  for	  at	  tydeliggøre	  hvorfor	  reglen	  om	  at	  
foretage	  de	  samme	  operationer	  på	  begge	  sider	  af	  lighedstegnet	  gælder	  (relationel	  forståelse).	  
	  
Vores	  undersøgelse	  af	  eleverne	  før	  og	  efter	  interventionen	  viser,	  at	  de	  elever	  der	  har	  gennemgået	  et	  
interventionsprogram,	  har	  haft	  en	  kraftig	  udvikling	  i	  forhold	  til	  at	  mestre	  manipulation	  af	  algebraiske	  udtryk	  
og	  løsning	  af	  ligninger.	  Dermed	  vil	  vi	  konkludere,	  at	  en	  afhjælpning	  af	  de	  vanskeligheder	  eleverne	  havde	  i	  
forhold	  til	  symbol	  og	  formalismekompetencen,	  har	  haft	  en	  gavnlig	  effekt	  i	  forhold	  til	  deres	  forståelse	  af	  
ligningsbegrebet	  og	  deres	  evne	  til	  at	  løse	  ligninger.	  Eleverne	  har	  ikke	  opnået	  en	  udvidet	  abstrakt	  forståelse	  
af	  ligninger,	  men	  deres	  forståelse	  er	  blevet	  bedre.	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 Konklusion	  1.7
	  
Det	  viser	  sig,	  at	  alle	  elementer	  i	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen	  har	  betydning	  for	  forståelsen	  af	  
ligningsbegrebet	  og	  ligningsløsning,	  men	  det	  som	  blokerer	  mest	  for	  forståelsen	  er	  tal	  og	  talbehandling	  samt	  
håndtering	  af	  symboler	  og	  formler.	  
Konventioner	  om	  betydningen	  af	  symbolers	  placering	  i	  et	  udtryk	  (fx	  2𝑥, 𝑥!, 𝑥!, 𝑥 − 2  𝑒𝑡𝑐.	  )	  er	  en	  
vanskelighed	  som	  vi	  har	  mødt	  hos	  eleverne	  gentagende	  gange	  i	  flere	  sammenhænge.	  Dette	  har	  været	  en	  af	  
årsagerne	  til	  at	  eleverne	  ikke	  har	  kunnet	  løse	  bestemte	  ligninger.	  
Symbol-­‐	  og	  formalismekompetencens	  tekniske	  niveau	  har	  større	  betydning	  for	  forståelsen	  af	  
ligningsbegrebet	  end	  niveauet	  af	  dens	  aktionsradius	  og	  dækningsgrad,	  men	  alle	  tre	  dimensioner	  er	  
nødvendige	  at	  besidde	  i	  en	  vis	  grad.	  	  	  
	  
Hvis	  eleverne	  har	  vanskeligheder	  med	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen,	  blokerer	  disse	  vanskeligheder	  i	  
høj	  grad	  for	  elevernes	  forståelse	  af	  ligningsbegrebet	  og	  gør,	  at	  eleverne	  ikke	  har	  mulighed	  for	  at	  udvikle	  en	  
ligningsløsningsstrategi.	  Eleverne	  vil	  dermed	  ikke	  kunne	  udvikle	  en	  dybere	  forståelse	  af	  ligningsbegrebet.	  
	  
Efter	  vores	  interventionsprogram	  ser	  vi	  en	  tydelig	  tendens	  til	  at	  eleverne	  har	  fået	  en	  meget	  bedre	  forståelse	  
af	  hvad	  en	  ligning	  er,	  og	  hvordan	  man	  løser	  en	  algebraisk	  ligning,	  i	  takt	  med	  at	  de	  har	  fået	  en	  bedre	  
forståelse	  af	  symboler	  og	  manipulation	  af	  algebraiske	  udtryk.	  Vi	  vil	  derfor	  konkludere,	  at	  det	  er	  muligt	  at	  
tilrettelægge	  et	  interventionsprogram,	  der	  i	  nogen	  grad	  kan	  afhjælpe	  vanskeligheder	  med	  ligninger	  og	  
ligningsløsning,	  og	  at	  dette	  interventionsprogram	  bør	  have	  fokus	  på	  at	  udvikle	  elevernes	  symbol-­‐	  og	  
formalismekompetence.	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2 Matematikvanskeligheder	  i	  forbindelse	  med	  
ræsonnementer	  og	  bevisførelse	  
	  
 Indledning	  2.1
I	  den	  daglige	  undervisningssituation	  er	  det	  tydeligt,	  at	  et	  væsentligt	  problemfelt	  for	  eleverne	  i	  matematik	  er	  
elevernes	  manglende	  kompetencer	  inden	  for	  ræsonnementer	  og	  bevisførelse.	  
I	  læreplanerne	  for	  matematik	  for	  de	  gymnasiale	  uddannelser	  er	  der	  krav	  om,	  at	  eleverne	  skal	  opnå	  
”forståelse	  af	  fagets	  deduktive	  opbygning”	  igennem	  en	  eksperimentel	  tilgang.	  	  
	  
Elever	  på	  hf	  C-­‐niveau	  arbejder	  med	  simple	  ræsonnementer	  og	  beviser,	  mens	  elever	  på	  stx	  A-­‐niveau	  møder	  
komplekse	  matematiske	  beviser,	  der	  kræver,	  at	  de	  udvikler	  ræsonnementskompetence	  på	  et	  meget	  højere	  
niveau	  for	  at	  kunne	  forstå	  de	  bærende	  idéer	  i	  beviserne.	  
Arbejde	  med	  og	  forståelse	  af	  ræsonnementer	  og	  beviser	  er	  sværere	  for	  elever	  på	  C-­‐niveau	  end	  for	  elever	  på	  
A-­‐niveau,	  men	  der	  er	  vanskeligheder	  begge	  steder.	  De	  dygtige	  elever	  har	  en	  strategi	  for,	  hvordan	  de	  skal	  
gribe	  opgaven	  an,	  mens	  de	  svagere	  elever	  ikke	  har	  nogen	  ide	  om,	  hvordan	  de	  skal	  komme	  i	  gang.	  
Nogle	  elever	  lærer	  bedst	  ved	  at	  arbejde	  individuelt	  med	  et	  matematisk	  emne,	  andre	  har	  det	  bedst	  med	  at	  
diskutere	  opgaveløsning,	  matematiske	  beviser	  og	  ræsonnementer	  sammen	  med	  deres	  kammerater;	  nogle	  
har	  behov	  for	  lærerens	  vejledning,	  mens	  andre	  forstår	  bedst	  ved	  selv	  at	  sætte	  sig	  ind	  i	  emnet.	  
Nogle	  elever	  lærer	  bedst	  matematik	  ved	  at	  ræsonnere	  sig	  fra	  eksempler	  til	  generelle	  slutninger,	  andre	  ved	  
en	  deduktiv	  tilgang.	  Men	  desværre	  opstår	  indimellem	  hindringer	  i	  disse	  processer,	  som	  gør,	  at	  elever,	  som	  
arbejder	  med	  eksempler,	  aldrig	  kommer	  frem	  til	  det	  generelle,	  og	  elever,	  der	  vælger	  en	  deduktiv	  tilgang,	  
finder	  ikke	  sammenhængen	  mellem	  præmisser	  og	  konklusion.	  	  
Vi	  ønsker	  at	  identificere	  elevernes	  læringsvanskeligheder,	  så	  vi	  kan	  intervenere	  og	  hjælpe	  dem	  med	  at	  
forstå	  matematiske	  ræsonnementer	  og	  argumentationer,	  og	  vi	  ønsker	  at	  eleverne	  udvikler	  evne	  til	  selv	  at	  
ræsonnere	  og	  argumentere	  i	  matematisk	  kontekst.	  
	  
For	  at	  kunne	  identificere	  elevernes	  vanskeligheder	  er	  man	  nødsaget	  til	  at	  tage	  faktorer	  i	  betragtning,	  som	  
har	  indflydelse	  på	  elevernes	  læring.	  	  
I	  dette	  projekt	  tager	  vi	  udgangspunkt	  i	  forskningsbaserede	  resultater	  i	  forbindelse	  med	  diagnosticering	  af	  
eleverne,	  intervention	  og	  analyse	  af	  elevernes	  svar	  og	  resultater.	  Teorier	  om	  socio-­‐matematiske	  normer	  
samt	  om	  didaktiske	  situationer	  anvendes	  mest	  i	  forbindelse	  med	  klasserumsintervention,	  mens	  teorier	  om	  
matematikrelaterede	  beliefs	  og	  bevisskemaer	  anvendes	  i	  forbindelse	  med	  analyse	  og	  diskussion	  af	  de	  
enkelte	  elevers	  vanskeligheder	  i	  forhold	  til	  ræsonnementer	  og	  beviser.	  
I	  næste	  afsnit	  præsenterer	  vi	  den	  problemformulering	  vi	  besvarer	  ved	  inddragelse	  af	  relevante	  teoretiske	  
resultater	  og	  empirisk	  analyser.	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 Problemformulering	  2.2
Hvilke  sammenhænge  er  der  mellem  elevernes  ræsonnementskompetence  og  deres  valg  af  bevisskema?    
I  hvilket  omfang  kan  en  klasserumsintervention,  med  bevidsthed  om  klassens  socio-­‐matematiske  normer  og  
fokus  på  det  didaktiske  miljø,  være  medvirkende  til  at  udvikle  de  enkelte  elevers  aktive  
ræsonnementskompetence?  
I  hvilket  omfang  kan  en  målrettet  klasse-­‐  og  individuel  intervention  mindske  elevernes  vanskeligheder  med  
ræsonnementer  og  beviser?  
	  
Udfoldning	  af	  problemformulering	  	  
De	  teorier,	  som	  ligger	  til	  grund	  for	  vores	  besvarelse	  af	  problemformuleringen	  er	  beskrevet	  i	  kapitel	  2.3,	  
hvor	  vi	  redegør	  nærmere	  for	  teorierne.	  	  
Vi	  benytter	  i	  opgaven	  begreberne	  aktiv	  og	  passiv	  ræsonnementskompetence,	  som	  defineres	  på	  side	  52,	  og	  
er	  baseret	  på	  KOM-­‐rapporten	  (Niss	  &	  Jensen,	  2002).	  
I	  opgaven	  arbejder	  vi	  med	  forskellige	  bevisskemaer,	  som	  er	  en	  klassificering	  af	  elevernes	  mulige	  tilgange	  til	  
beviser.	  Denne	  klassificering	  er	  baseret	  på	  Bells	  artikel	  A	  Study	  of	  Pupils’	  Proof-­‐Explanations	  in	  
Mathematical	  Situations	  (Bell,	  1976)	  og	  beskrives	  nærmere	  på	  side	  56.	  
Vi	  vil	  undersøge	  både	  hvordan	  elevernes	  aktive/passive	  ræsonnementskompetence	  påvirker	  deres	  valg	  af	  
bevisskemaer	  og	  hvordan	  elevernes	  valg	  af	  bevisskemaer	  har	  indflydelse	  på	  deres	  ræsonnements-­‐
kompetence.	  	  
	  
Definitionen	  af	  socio-­‐matematiske	  normer	  har	  vi	  fra	  Yackel	  og	  Cobb	  (Cobb	  &	  Yackel,	  1996)	  som	  beskrives	  
nærmere	  på	  side	  55.	  Vi	  kommer	  ind	  på	  hvad	  forskellen	  er	  på	  sociale	  og	  socio-­‐matematiske	  normer	  og	  
hvordan	  disse	  kan	  påvirke	  læringssituationen.	  
	  
I	  arbejdet	  med	  didaktiske	  situationer	  tager	  vi	  udgangspunkt	  i	  Brousseaus	  Teori	  om	  Didaktiske	  situationer	  
(Brousseau,	  1997)	  (se	  mere	  side	  52),	  hvor	  vi	  vil	  komme	  ind	  på,	  hvad	  et	  didaktisk	  miljø	  er,	  samt	  hvordan	  man	  
kan	  tilrettelægge	  en	  undervisningssituation	  ud	  fra	  teorien	  om	  didaktiske	  situationer.	  	  
	   	  
52	  
	  
 Teori	  2.3
	  
Gennem	  kendskab	  til	  flere	  teorier	  om	  elevernes	  tilgang	  til	  faget	  matematik,	  i	  klasserummet	  og	  individuelt,	  
vil	  vi	  analysere	  og	  vurdere	  elevernes	  kompetencer	  og	  tilgang	  til	  matematikfaget,	  samt	  tilrettelægge	  en	  serie	  
af	  interventioner,	  der	  skal	  hjælpe	  eleverne	  med	  at	  udvikle/aktivere	  deres	  ræsonnementskompetencer.	  
Ræsonnementskompetence	  	  
Ræsonnementskompetencen	  (Niss	  &	  Jensen,	  2002)	  omhandler	  matematiske	  ræsonnementer	  i	  
almindelighed	  og	  først	  og	  fremmest	  retfærdiggørelsen	  af	  matematiske	  sætninger	  gennem	  gengivelse	  af	  
færdige	  beviser.	  Ræsonnementskompetencen	  er	  dog	  bredere,	  idet	  den	  også	  omhandler	  bedømmelse	  af	  
holdbarheden	  af	  matematiske	  påstande	  og	  gyldigheden	  af	  sådanne.	  	  
De	  beviser,	  der	  gennemgås,	  bør	  afspejle	  den	  begrebsforståelse,	  der	  arbejdes	  med	  i	  undervisningen,	  samt	  
udvikling	  af	  eksisterende	  begrebsforståelse.	  
	  
Ræsonnementskompetence	  dækker	  over	  evnen	  til	  at	  kunne	  følge	  og	  bedømme	  et	  matematisk	  
ræsonnement	  og	  forstå,	  hvad	  et	  matematisk	  bevis	  er,	  og	  hvordan	  det	  adskiller	  sig	  fra	  andre	  matematiske	  
ræsonnementer	  (fx	  heuristiske	  ræsonnementer	  byggende	  på	  intuition	  eller	  på	  betragtning	  af	  
specialtilfælde)	  og	  at	  kunne	  afgøre,	  hvornår	  et	  matematisk	  ræsonnement	  er	  et	  bevis,	  og	  hvornår	  ikke	  (logisk	  
betydning	  af	  modeksempel).	  Desuden	  afdække	  bærende	  idéer	  i	  et	  matematisk	  bevis	  samt	  kunne	  udtænke	  
og	  udføre	  uformelle	  og	  formelle	  ræsonnementer	  herunder	  omforme	  heuristiske	  ræsonnementer	  til	  
egentlige	  beviser.	  
	  
Udførsel	  af	  rene	  rutineoperationer	  hører	  dog	  ind	  under	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen,	  mens	  det	  at	  
aktivere	  operationerne	  hører	  til	  ræsonnementskompetencen,	  så	  vidt	  denne	  aktivering	  stiller	  krav	  til	  
opfindsomhed,	  analyseevne	  og	  overblik.	  	  	  	  
	  
Vi	  skelner	  mellem	  aktiv	  og	  passiv	  ræsonnementskompetence,	  således	  at	  en	  elev,	  der	  besidder	  en	  passiv	  
ræsonnementskompetence,	  godt	  kan	  følge	  et	  ræsonnement	  og	  godtage	  dette,	  mens	  eleven	  ikke	  selv	  vil	  
være	  i	  stand	  til	  at	  påbegynde	  og	  gennemføre	  et	  matematisk	  ræsonnement.	  En	  elev	  med	  aktiv	  
ræsonnementskompetence	  vil	  selvstændigt	  kunne	  påbegynde	  og	  gennemføre	  ræsonnementer.	  
	  
Didaktiske	  situationer	  
Teorien	  om	  didaktiske	  situationer	  (TDS)	  kan	  anvendes	  til	  en	  praktisk	  analyse	  af	  den	  faglige	  undervisning	  og	  
dens	  resultater	  samt	  benyttes	  til	  systematisk	  design	  af	  undervisningssituationer	  og	  undervisningsforløb.	  
Teorien	  er	  udviklet	  af	  Guy	  Brousseau	  (Brousseau,	  1997).	  I	  Danmark	  er	  Brousseaus	  teorier	  beskrevet	  af	  bl.a.	  
Carl	  Winsløw	  (Winsløw,	  2006).	  
Brousseau	  skelner	  mellem	  to	  former	  for	  faglig	  viden:	  	  
	  
Personlig	  viden	  (Connaissance)	  der	  er	  knyttet	  til	  et	  individs	  forestillinger	  og	  idéer	  om	  et	  genstandsområde.	  
Mange	  af	  dem	  er	  uformelle	  og	  implicitte	  og	  er	  knyttet	  til	  konkrete	  situationer.	  
	  
Officiel	  viden	  (Savoir)	  som	  vi	  finder	  repræsenteret	  i	  videnskabelige	  artikler,	  lærebøger	  mm.	  Denne	  viden	  er	  
eksplicit	  og	  i	  princippet	  ”fælles”.	  	  
	  
Fx	  har	  officiel	  naturvidenskabelig	  viden	  en	  høj	  grad	  af	  stabilitet	  og	  generalitet	  i	  modsætning	  til	  personlig	  
viden.	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I	  undervisningssammenhæng	  tales	  der	  om	  didaktiske	  miljøer,	  som	  typisk	  er	  etableret	  af	  underviseren	  for	  at	  
understøtte	  elevernes	  personliggørelse	  af	  viden.	  Miljøet	  kan	  være	  mere	  eller	  mindre	  velegnet	  til	  at	  
befordre	  elevernes	  tilegnelse	  af	  denne	  viden.	  
Det	  didaktiske	  miljø	  udgøres	  af	  de	  omgivelser	  for	  elevens	  læring,	  som	  underviseren	  stiller	  til	  rådighed	  
(problemstillinger,	  hjælpemidler	  mm).	  
Man	  kan	  betragte	  elevens	  arbejde	  i	  det	  didaktiske	  miljø	  som	  en	  slags	  spil,	  hvor	  vinderstrategierne	  (hvis	  
miljøet	  er	  rigtigt	  indrettet)	  er	  den	  tilsigtede	  personlige	  viden.	  
Det	  kan	  være	  fristende,	  som	  underviser,	  at	  meddele	  den	  officielle	  viden	  direkte.	  I	  det	  lange	  løb	  er	  dette	  dog	  
ikke	  en	  frugtbar	  løsning,	  da	  elevernes	  evne	  til	  at	  bruge	  denne	  viden	  så	  er	  baseret	  på	  hukommelse	  i	  stedet	  
for	  elevens	  forståelse	  af	  denne	  viden.	  Dermed	  vil	  eleverne	  kun	  opnå	  en	  instrumentel	  forståelse	  ifølge	  
Skemps	  forståelsesmodel	  (Skemp,	  1976)	  
Hvis	  undervisningssituationen	  designes	  som	  en	  kombination	  af	  to	  spil,	  kan	  man	  forbedre	  elevernes	  
muligheder	  for	  læring.	  De	  to	  spil	  kaldes	  tilsammen	  det	  didaktiske	  dobbeltspil	  og	  består	  af	  elevernes	  arbejde	  
med	  det	  af	  læreren	  arrangerede	  didaktiske	  miljø,	  som	  har	  til	  formål	  at	  personliggøre	  den	  officielle	  viden	  
(elevernes	  spil)	  og	  iværksættelsen	  af	  spillet	  samt	  fællesgørelse	  af	  spillets	  resultater(lærerens	  spil).	  
Faget	  er	  et	  tredje	  element	  i	  en	  didaktisk	  situation,	  som	  spiller	  en	  vigtig	  rolle	  i	  læringsprocessen.	  
De	  tre	  elementer	  tilsammen,	  læreren,	  eleverne	  og	  faget,	  kaldes	  af	  Brousseau	  for	  Den	  didaktiske	  trekant.	  
Elevernes	  arbejde	  med	  det	  didaktiske	  miljø	  minder	  om	  forskerens	  arbejde	  med	  en	  åben	  problemstilling.	  
	  
I	  faglig	  undervisning	  optræder	  forskellige	  situationer	  afhængige	  af,	  hvilke	  roller	  læreren	  og	  eleverne	  spiller.	  
	  
Devolution	  er	  en	  undervisningssituation,	  hvor	  læreren	  introducerer	  opgaven	  og	  dens	  betingelser.	  Man	  
siger,	  at	  læreren	  devoluerer	  (overdrager)	  det	  didaktiske	  miljø	  til	  eleverne.	  I	  denne	  situation	  er	  elevernes	  
opgave	  at	  modtage	  og	  forstå	  opgaven.	  Herunder	  etableres	  miljøet.	  
	  
Handlingssituationer	  er	  undervisningssituationer,	  hvor	  læreren	  trækker	  sig	  tilbage	  og	  observerer	  elevernes	  
udforskning	  af	  miljøet,	  i	  første	  omgang	  ved	  konkrete	  handlinger.	  Læreren	  giver	  i	  denne	  situation	  ikke	  
forskrifter	  eller	  vejledning,	  men	  kan	  (ved	  for	  store	  forhindringer)	  vælge	  at	  devoluere	  et	  modificeret	  miljø.	  
Elevernes	  rolle	  her	  er	  at	  handle	  og	  reflektere	  i	  forhold	  til	  opgaven.	  	  
	  
Formuleringssituationer	  er	  situationer,	  hvor	  eleverne	  formulerer	  (evt.	  på	  opfordring	  af	  læreren)	  deres	  
første,	  ofte	  upræcise	  og	  foreløbige,	  hypotese	  om	  den	  givne	  problemstilling.	  Læreren	  kan	  bede	  dem	  om	  at	  
præcisere	  hypoteserne,	  så	  de	  kan	  gøres	  fælles	  og	  blive	  genstand	  for	  diskussion	  og	  videre	  afprøvning.	  
Lærerens	  roller	  er	  her	  at	  organisere	  og	  stille	  spørgsmål.	  Det	  er	  vigtigt	  for	  den	  åbne	  diskussion,	  hvordan	  
læreren	  spørger.	  
	  
Valideringssituationer	  er	  situationer,	  hvor	  en	  eller	  flere	  hypoteser	  foreligger	  og	  skal	  forsøges	  valideret	  eller	  
afvist.	  Læreren	  kan	  organisere	  en	  mere	  systematisk	  afprøvning	  og	  diskussion,	  fremhæve	  mulige	  
uoverensstemmelser	  mm.	  	  
Læreren	  kan	  også	  mere	  direkte	  evaluere	  elevernes	  udsagn,	  og	  han/hun	  kan	  devoluere	  et	  modificeret	  miljø,	  
som	  muliggør,	  at	  eleverne	  selv	  kan	  deltage	  i	  evalueringen.	  	  
Elevernes	  rolle	  er	  her	  at	  argumentere	  og	  reflektere	  i	  forhold	  til	  de	  foreliggende	  løsningsforslag.	  
	  
Institutionalisering	  er	  det	  sidste	  led	  i	  læringsprocessen,	  hvor	  læreren	  præsenterer	  officielle	  formuleringer,	  
definitioner,	  love	  mv.	  for	  at	  præcisere	  og	  evaluere	  de	  løsningsforslag,	  der	  er	  produkt	  af	  
valideringsprocessen.	  Det	  didaktiske	  miljø	  har	  i	  denne	  situation	  karakter	  af	  institution,	  hvis	  autoritet	  bygger	  
på	  et	  større	  vidensfællesskab	  end	  klassens	  og	  i	  mindre	  grad	  på	  en	  rationel,	  videnskabelig	  udforskning	  af	  et	  
problem.	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Som	  opsamling	  på	  en	  valideringsproces,	  kan	  institutionaliseringen	  fungere	  som	  en	  stadfæstelse	  af	  
indvunden	  fælles	  viden,	  der	  i	  efterfølgende	  didaktiske	  spil	  kan	  bygges	  videre	  på.	  
Elevernes	  rolle	  er	  at	  lytte	  og	  reflektere.	  
	  
Læringssituationer	  er	  elevernes	  eget	  samspil	  med	  det	  didaktiske	  miljø,	  hvor	  læreren	  ikke	  griber	  ind.	  Når	  
eleverne	  arbejder	  med	  det	  didaktiske	  miljø	  uden	  lærerens	  indgriben,	  kaldes	  det	  en	  adidaktisk	  situation.	  Det	  
drejer	  sig	  ofte	  om	  handlingssituationer	  og	  nogle	  gange	  også	  formuleringssituationer.	  Den	  adidaktiske	  
situation	  er	  en	  fundamental	  situation	  for	  tilegnelse	  af	  en	  given	  faglig	  viden.	  
Når	  læreren	  griber	  ind	  gennem	  devolution,	  validering	  og	  institutionalisering,	  tales	  der	  om	  en	  didaktisk	  
situation.	  Det	  didaktiske	  dobbeltspil	  består	  af	  vekselvirkningen	  mellem	  adidaktiske	  situationer	  (elev	  samspil	  
med	  miljøet)	  og	  didaktiske	  situationer	  (lærerens	  samspil	  med	  elevens	  adidaktiske	  arbejde	  gennem	  
devolution,	  observation	  og	  validering).	  
En	  væsentlig	  egenskab	  ved	  det	  didaktiske	  miljø	  er	  dets	  adidaktiske	  potentiale,	  dvs.	  de	  muligheder,	  miljøet	  
rummer	  for	  elevernes	  selvstændige	  spil	  med	  det.	  Der	  skal	  være	  plads	  og	  tilstrækkelige	  ressourcer	  for	  eleven	  
til	  at	  handle	  i	  miljøet.	  
	  
Det	  didaktiske	  spil	  vindes	  (af	  elever	  og	  lærer),	  når	  eleverne	  lærer.	  For	  at	  vinde	  spillet	  må	  deltagerne	  rent	  
faktisk	  spille	  det	  og	  følge	  visse	  regler.	  Spillereglerne	  i	  didaktiske	  spil	  er	  ikke	  så	  simple	  eller	  eksplicitte	  som	  
ved	  brætspil.	  De	  har	  snarere	  karakter	  af	  en	  uformel	  kontrakt	  mellem	  lærer	  og	  elever,	  som	  en	  specifikation	  
af	  spillernes	  gensidige	  forpligtelser.	  
Eleverne	  må	  acceptere	  det	  didaktiske	  miljø	  læreren	  devoluerer,	  for	  at	  spillet	  kan	  finde	  sted,	  og	  de	  må	  
engagere	  sig	  i	  de	  forelagte	  problemstillinger.	  
Læreren	  er	  ansvarlig	  for	  elevernes	  succes	  i	  den	  adidaktiske	  situation,	  og	  dermed	  forpligtet	  til	  at	  designe	  det	  
(og	  evt.	  modificere	  det),	  så	  eleverne	  faktisk	  kan	  lære	  det,	  de	  skal.	  
Disse	  gensidige	  forpligtigelser	  i	  det	  didaktiske	  spil	  kaldes	  den	  didaktiske	  kontrakt.	  Den	  didaktiske	  kontrakt	  er	  
i	  princippet	  knyttet	  til	  et	  konkret	  didaktisk	  miljø.	  
Den	  didaktiske	  kontrakt	  rummer	  et	  grundlæggende	  paradoks	  eller	  princip,	  som	  er	  ukendt	  i	  andre	  sociale	  
sammenhænge.	  Læreren	  stiller	  eleverne	  over	  for	  faglige	  problemer,	  hun	  selv	  kender	  en	  eller	  flere	  løsninger	  
til.	  Hensigten	  med	  spørgsmålet	  her	  er	  ikke	  at	  få	  svar,	  men	  at	  eleven	  selv	  finder	  et	  svar.	  Elevernes	  
forpligtelser	  i	  spillet	  rummer	  den	  usædvanlige	  fordring,	  at	  søge	  svar	  på	  spørgsmål	  vel	  vidende	  at	  spørgeren	  
kender	  dem.	  Læreren	  må	  på	  sin	  side	  ikke	  fortælle	  eleverne	  præcist,	  hvad	  de	  skal	  gøre,	  for	  ikke	  at	  ødelægge	  
deres	  muligheder	  for	  at	  gøre	  det.	  	  
Uskrevne	  regler	  for	  sociale	  samspil	  bliver	  ofte	  tydelige,	  når	  de	  brydes.	  Den	  didaktiske	  kontrakt	  rummer	  også	  
et	  andet	  paradoks	  -­‐	  hvis	  den	  ikke	  forsvinder,	  kan	  den	  ikke	  opfyldes.	  
I	  den	  adidaktiske	  situation	  skal	  kontrakten	  træde	  i	  baggrunden	  for	  eleverne,	  dvs.	  deres	  handlinger	  må	  ikke	  
være	  domineret	  af	  et	  ønske	  om	  at	  opfylde	  den.	  En	  fortrængning	  af	  kontrakten	  er	  altså	  en	  betingelse	  for	  
læring.	  
Hvis	  eleverne	  kender	  den	  didaktiske	  kontrakt	  for	  godt,	  vænner	  de	  sig	  mere	  eller	  mindre	  af	  med	  at	  
reflektere	  over	  faglige	  opgaver.	  Elever	  kan	  opfatte	  opgaver,	  de	  ikke	  umiddelbart	  kan	  løse,	  som	  et	  brud	  på	  
den	  didaktiske	  kontrakt.	  
	  
Formaliseret	  arbejde	  med	  didaktiske	  situationer	  er	  velegnet	  til	  undervisning	  eller	  intervention	  i	  
klasserummet.	  	  
Et	  andet	  aspekt,	  som	  det	  er	  nødvendigt	  at	  tage	  højde	  for	  i	  forhold	  til	  intervention	  i	  klasserummet,	  er	  de	  
sociale	  og	  socio-­‐matematiske	  normer.	  Disse	  beskrives	  i	  næste	  afsnit.	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Socio-­‐matematiske	  normer	  
Ethvert	  klasserum	  har	  sine	  egne	  sociale	  normer,	  som	  klassen	  virker	  under.	  Klasser	  er	  forskellige,	  da	  de	  har	  
forskellige	  sociale	  normer.	  	  
Elever,	  der	  aldrig	  forventes	  at	  begrunde	  eller	  forklare	  deres	  svar/gæt,	  vil	  ikke	  lære	  at	  stille	  spørgsmål	  ved	  de	  
svar/gæt,	  der	  kommer.	  Det	  vil	  dermed	  være	  besværligt	  at	  få	  det	  til	  at	  give	  mening	  for	  de	  andre	  elever.	  
I	  en	  klasse,	  hvor	  det	  forventes,	  at	  eleverne	  begrunder	  deres	  svar/gæt,	  vil	  eleverne	  forsøge	  at	  danne	  
meninger	  om	  emnet.	  
Ved	  at	  engagere	  sig	  i	  forklaringer	  og	  meningsdannelse	  i	  forhold	  til	  andres	  bidrag,	  agerer	  eleverne	  ikke	  kun	  i	  
overensstemmelse	  med	  de	  sociale	  normer,	  de	  bidrager	  også	  til	  den	  igangværende	  forfatning	  af	  disse	  
normative	  forståelser.	  Disse	  normer	  er	  baserede	  på	  forklaringer	  og	  forpligtelser,	  som	  dannes,	  når	  
deltagerne	  interagerer	  med	  hinanden,	  snarere	  end	  på	  forhåndsbestemte	  regler,	  eleverne	  blot	  skal	  følge.	  
	  
Socio-­‐matematiske	  normer	  hænger	  tæt	  sammen	  med	  sociale	  normer,	  men	  der	  er	  forskel	  på	  sociale	  normer	  
og	  socio-­‐matematiske	  normer	  i	  klasserummet.	  Normer,	  der	  omhandler	  klasserummets	  kultur	  præget	  af	  
forklaring,	  begrundelse	  og	  argumentation,	  er	  sociale	  normer,	  der	  kan	  gælde	  for	  ethvert	  emne	  og	  flere	  fag.	  	  
	  
Yackel	  og	  Cobb	  (Cobb	  &	  Yackel,	  1996)	  beskriver	  i	  deres	  artikel	  Socio-­‐Mathematical	  Norms,	  Argumentation	  
and	  Autonomy	  in	  Mathematics,	  hvad	  socio-­‐matematiske	  normer	  er,	  og	  hvilken	  rolle	  de	  spiller	  i	  elevernes	  
udvikling	  af	  matematiske	  overbevisninger	  (beliefs)	  og	  værdier,	  samt	  i	  processen	  hvorigennem	  eleverne	  
opnår	  intellektuel	  autonomi	  i	  matematik.	  	  
Introduktionen	  af	  socio-­‐matematiske	  normer	  er	  en	  udvidelse	  af	  tidligere	  forskning	  i	  sociale	  normer	  i	  
klasserum.	  	  
	  
Normer,	  der	  er	  specifikke	  for	  matematik,	  normative	  aspekter	  af	  matematiske	  diskussioner,	  specifikke	  for	  
elevernes	  matematisk	  aktivitetsniveau,	  er	  socio-­‐matematiske	  normer.	  Disse	  har	  fokus	  på	  den	  normative	  
forståelse	  af,	  hvad	  der	  tæller	  som	  matematisk	  forskelligt,	  matematisk	  sofistikeret,	  matematisk	  effektivt	  og	  
matematisk	  elegant	  i	  klasserummet.	  Hvad	  der	  tæller	  som	  en	  acceptabel	  matematisk	  forklaring	  og	  
begrundelse,	  er	  ligeledes	  en	  socio-­‐matematisk	  norm.	  	  
Det,	  som	  forventes	  af	  eleverne,	  fx	  at	  de	  forklarer	  deres	  løsninger	  og	  deres	  tankegange,	  er	  sociale	  normer,	  
mens	  forståelsen	  af,	  hvad	  der	  tæller	  som	  en	  acceptabel	  matematisk	  forklaring	  er	  en	  socio-­‐matematisk	  
norm.	  	  Hvad	  der	  er	  ”lovligt”	  i	  klasserummet,	  varierer	  alt	  efter,	  hvilken	  lærer	  og	  klasse	  der	  er	  til	  stede.	  Der	  
kan	  altså	  være	  forskelligheder	  mellem	  forskellige	  lærere	  ift.	  hvilke	  metoder	  man	  anvender,	  og	  hvordan	  man	  
anvender	  dem.	  
	  
Både	  sociale	  og	  socio-­‐matematiske	  normer	  kan	  inddeles	  i	  tre	  sæt	  af	  normer	  
• de	  normer	  læreren	  tilslutter	  sig	  
• de	  normer	  elever	  og	  lærer	  udviser	  
• de	  normer	  eleverne	  opfatter	  
	  
Socio-­‐matematiske	  normer	  regulerer	  matematisk	  argumentation	  og	  har	  indflydelse	  på	  
læringsmulighederne	  for	  både	  lærer	  og	  elever.	  Det	  bliver	  tydeliggjort,	  hvordan	  eleverne	  udvikler	  en	  
matematisk	  disposition	  og	  matematisk	  intellektuel	  selvstændighed.	  	  
I	  udviklingen	  af	  socio-­‐matematiske	  normer	  skal	  læreren	  konsekvent	  forpligte	  eleverne	  til	  at	  bidrage	  med	  
forskellige	  løsninger,	  så	  de	  kan	  udvikle	  deres	  egne	  personlige,	  meningsfulde	  løsninger.	  Lærernes	  og	  
elevernes	  interaktioner	  spiller	  en	  vigtigt	  rolle	  i	  etableringen	  af	  klassens	  socio-­‐matematiske	  normer	  og	  
udvikler	  elevernes	  forståelse	  af	  matematisk	  forskel	  og	  lærerens	  forståelse	  af	  elevernes	  udvikling.	  På	  
baggrund	  af	  klassediskussioner	  dannes	  der	  en	  fælles	  forståelse	  af,	  hvad	  der	  er	  matematisk	  signifikant	  i	  
bestemte	  situationer.	  I	  begyndelsen	  af	  etableringen	  af	  socio-­‐matematiske	  normer	  kan	  elevernes	  forståelse	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af,	  hvad	  der	  tæller	  som	  en	  acceptabel	  matematisk	  forklaring	  og	  argumentation,	  have	  et	  mere	  socialt	  end	  
matematisk	  grundlag.	  
Når	  eleverne	  begynder	  at	  overveje	  det	  hensigtsmæssige	  i	  en	  forklaring	  for	  andre	  snarere	  end	  blot	  for	  sig	  
selv,	  bliver	  forklaringen	  selv	  den	  eksplicitte	  genstand	  for	  debat/diskussion.	  Under	  klassediskussioner	  er	  det	  
typisk	  lærerens	  ansvar	  både	  at	  bedømme,	  i	  hvilket	  omfang	  eleverne	  tilslutter	  sig	  diskussionen	  og	  at	  lette	  
kommunikationen	  ved	  at	  tydeliggøre	  behovet	  for	  yderligere	  forklaring.	  Når	  elevernes	  forståelse	  af	  en	  
acceptabel	  forklaring	  udvikles,	  kan	  de	  selv	  påtage	  sig	  denne	  rolle	  og	  udvikler	  dermed	  matematisk	  
disposition	  og	  autonomi.	  
Dette	  skifte	  i	  elev-­‐tænkning	  er	  analogt	  til	  skiftet	  mellem	  proces	  og	  objekt	  i	  Anna	  Sfards	  teori	  om	  
matematiske	  forståelse	  (Sfard,	  1991).	  
	  
Bevisskemaer	  
I	  gymnasiets	  matematikundervisning	  er	  underviserne	  meget	  bevidste	  om,	  at	  beviser	  er	  essentielle	  i	  
matematik,	  men	  at	  det	  generelt	  oplever	  man	  	  at	  det	  kun	  er	  de	  dygtigste	  elever,	  der	  opnår	  at	  forstå	  beviser.	  	  
Bell	  (Bell,	  1976)	  inddeler	  elevernes	  forsøg	  på	  at	  fremstille	  og	  oprette	  generaliseringer	  og	  understøtte	  dem	  
med	  fornuft	  i	  tre	  trin	  for	  disse	  færdigheder.	  
To	  af	  trinnene	  er	  veldefinerede,	  mens	  det	  midterste	  trin	  er	  overgangen	  mellem	  de	  to.	  
	  
Et	  bevis	  på	  trin	  1	  (abstraktion)	  indeholder	  mønstre	  af	  relationer,	  som	  vil	  blive	  genkendt,	  udbygget	  og	  
beskrevet,	  men	  der	  er	  intet	  forsøg	  på	  at	  forklare,	  begrunde	  og	  udlede	  dem.	  
Beviser	  på	  trin	  2	  dækker	  deduktive	  argumenter	  og	  spænder	  fra	  relevante,	  men	  fragmentariske	  
bemærkninger	  til	  næsten	  komplette	  argumenter,	  samt	  empiriske	  kontroller	  lige	  fra	  behandlingen	  af	  et	  eller	  
to	  tilfælde	  til	  afprøvning	  af	  en	  række	  tilfælde,	  der	  dækker	  de	  fleste	  forskellige	  tilfælde.	  
Et	  bevis	  på	  trin	  3	  (bevis)	  er	  et	  uformelt,	  men	  acceptabelt	  korrekt,	  deduktivt	  argument,	  eller	  et	  fuldstændigt	  
empirisk	  tjek	  af	  mængden	  af	  mulige	  tilfælde.	  Hvis	  dette	  ikke	  kan	  opfyldes,	  er	  der	  en	  bevidsthed	  om,	  at	  
argumentet	  er	  ufuldstændigt.	  
	  
Man	  kan	  inddele	  elevers	  tilgang	  til	  beviser	  i	  tre	  bevisskemaer:	  ydre	  overbevisnings	  bevisskema,	  empirisk	  
bevisskema	  og	  deduktivt	  bevisskema	  (Harel	  &	  Sowder,	  2007).	  
Ydre	  overbevisnings	  bevisskemaet	  afhænger	  af	  en	  institution	  (lærer,	  bog,	  IT-­‐redskab	  mm),	  bestemte	  former	  
for	  opstilling	  af	  beviset	  eller	  består	  af	  symbolmanipulationer,	  hvor	  symbolerne	  eller	  manipulationerne	  ikke	  
har	  nogen	  potentiel	  sammenhæng	  med	  løsningen	  af	  problemet.	  
De	  empiriske	  bevisskemaer	  kan	  genfindes	  i	  flere	  forskeres	  arbejde,	  hvor	  Bell	  (Bell,	  1976)	  benytter	  en	  
underinddeling	  i	  fire	  kategorier	  (Den	  systematiske	  kategori	  er	  inddelt	  i	  ikke	  systematisk,	  delvis	  systematisk	  
og	  systematisk).	  	  
	  
O:	  mislykkede	  forsøg	  på	  at	  finde	  korrekte	  eksempler	  med	  de	  givne	  betingelser.	  
X:	  (Ekstrapolation)	  enkelte	  tilfælde	  efterprøves,	  konklusionen	  er	  deduktiv	  og	  sluttes	  ud	  fra	  det	  empiriske	  
grundlag.	  Dermed	  karakter	  af	  ekstrapolation.	  
$:	  (Ikke	  systematisk)	  argumenterer	  ud	  fra	  nogle	  få	  tilfælde,	  efterprøves	  på	  en	  ustruktureret	  måde,	  og	  
betingelsen,	  at	  alle	  tilfælde	  skal	  findes,	  ignoreres.	  	  
S$:	  (Delvist	  systematisk)	  argumenterer	  ud	  fra	  en	  delmængde	  af	  tilfældene	  og	  er	  delvist	  bevidst	  om	  
betingelsen,	  at	  alle	  tilfælde	  skal	  findes.	  
S:	  (Systematisk)	  argumenterer	  ud	  fra	  hele	  delmængder	  og	  er	  bevidst	  om	  at	  finde	  alle	  tilfælde.	  
F:	  Tjekker	  alle	  muligt	  tilfælde.	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Deduktive	  bevisskemaer	  genfindes	  ligeledes	  hos	  flere	  forskere.	  Igen	  benytter	  vi	  Bells	  (Bell,	  1976)	  inddeling,	  
hvor	  der	  igen	  er	  fire	  kategorier,	  der	  er	  parallelle	  til	  kategorierne	  for	  empiriske	  bevisskemaer.	  
	  
D:	  (ikke	  afhængig)	  et	  eller	  flere	  eksempler	  virker	  korrekt,	  men	  de	  benyttes	  ikke	  til	  at	  teste	  den	  generelle	  
påstand.	  Der	  mangler	  bevidsthed	  om	  sammenhængen	  mellem	  præmisser	  og	  konklusion.	  
D:	  (afhængig)	  forsøg	  på	  at	  skabe	  deduktiv	  sammenhæng	  mellem	  præmisser	  og	  konklusion,	  men	  formår	  ikke	  
at	  opnå	  en	  højere	  kategori.	  
Rgr:	  (relevant,	  generel	  tilpasning)	  analyserer	  ikke	  situationen,	  nævner	  ingen	  relevante	  aspekter	  ud	  over,	  
hvad	  der	  er	  aktuelt	  i	  data,	  repræsenterer	  situationen	  som	  en	  helhed	  i	  generelle	  termer,	  som	  om	  der	  er	  
bevidsthed	  om,	  at	  der	  findes	  en	  deduktiv	  sammenhæng,	  men	  fejler	  mht.	  at	  afsløre	  den.	  
Rcd:	  (Relevant,	  sikre	  detaljer)	  analyser	  delvist	  situationen,	  nævner	  relevante	  aspekter,	  som	  kunne	  danne	  
dele	  af	  beviset,	  identificerer	  muligvis	  forskellige	  delmængder,	  men	  fejler	  mht.	  at	  sammensætte	  dem	  i	  et	  
bevis,	  hvorfor	  beviset	  bliver	  fragmenteret.	  
Einc:	  (forbundet,	  ufuldstændig)	  argumentet	  er	  forbundet	  med	  påstanden,	  men	  ufuldstændigt.	  
Ecs:	  (sammenhængende)	  fejlslagen	  argument	  alene	  fordi	  der	  appelleres	  til	  fakta	  eller	  principper,	  der	  ikke	  er	  
mere	  generelt	  accepterede	  end	  påstanden	  selv.	  
Ecomp:	  (sammenhængende	  forklaring)	  konklusionen	  udledes	  ud	  fra	  sammenhængende	  argumenter	  fra	  
data	  og	  generelt	  accepterede	  fakta	  eller	  principper.	  
	  
Vi	  opfatter	  Bells	  inddeling	  af	  bevisskemaer	  som	  et	  taksonomisk	  apparat	  i	  evalueringen	  af	  elevernes	  svar	  i	  
forbindelse	  med	  beviser.	  
Ved	  at	  analysere	  elevernes	  forsøg	  på	  at	  konstruere	  beviser	  og	  forklaringer	  til	  simple	  matematiske	  
situationer,	  kan	  man	  observere,	  hvordan	  elevernes	  svar	  afviger	  fra	  forventet	  matematisk	  brug	  af	  beviser	  og	  
derigennem	  udlede	  en	  optimal	  vejledning,	  som	  kan	  fremme	  elevernes	  udvikling	  i	  forbindelse	  med	  arbejdet	  
med	  beviser.	  
	  
Matematikrelaterede	  beliefs	  
Artiklen	  	  Framing	  Students'	  Mathematics-­‐related	  Beliefs	  (Eynde,	  et	  al.,	  2003)	  omhandler	  elevers	  
matematikrelaterede	  beliefs	  (overbevisninger).	  
Teorier	  om	  kognition	  og	  læring	  peger	  på	  en	  socio-­‐historisk	  forankring	  og	  konstruktiv	  tænkning	  og	  
problemløsning.	  Ifølge	  disse	  teorier	  vil	  tilegnelsen	  af	  viden	  eller	  læring	  bestå	  i	  at	  få	  kendskab	  til	  de	  begreber	  
og	  regler,	  der	  karakteriserer	  aktiviteter	  i	  de	  forskellige	  sammenhænge,	  dvs.	  læring	  er	  en	  socialt	  aktivitet,	  	  
som	  ikke	  kan	  reduceres	  til	  aktiv	  brug	  af	  	  kognitiv	  og	  metakognitiv	  viden	  og	  strategier,	  hvorfor	  flere	  og	  flere	  
forskere	  er	  overbeviste	  om,	  at	  henvisning	  til	  kognitive	  og	  metakognitive	  faktorer	  ikke	  indfanger	  hjertet	  af	  
læring.	  De	  konative	  faktorer	  (motivation	  og	  vilje)	  spiller	  en	  fundamental	  rolle	  i	  kvaliteten	  af	  undervisningen,	  
de	  affektive	  faktorer	  (selvtillid	  og	  positive	  følelser)	  er	  ikke	  blot	  positive	  bivirkninger	  af	  læring,	  men	  vigtige	  
komponenter	  af	  læring.	  Der	  er	  en	  indbyrdes	  påvirkning	  af	  metakognition,	  konative	  og	  affektive	  faktorer	  på	  
matematisk	  læring	  og	  problemløsning	  i	  elevernes	  udvikling	  af	  matematisk	  disposition.	  	  
Den	  matematiske	  disposition	  referer	  til	  beherskelsen	  af	  følgende	  fem	  typer	  kompetencer:	  
1. Velorganiseret	  og	  fleksibel	  tilgængelig	  vidensbase,	  der	  involverer	  fakta,	  symboler,	  algoritmer	  osv.	  
2. Heuristik	  metoder,	  der	  øger	  sandsynligheden	  for	  at	  finde	  den	  rigtige	  løsning,	  fordi	  de	  inducerer	  en	  
systematisk	  tilgang	  til	  opgaven	  
3. Metaviden,	  der	  involver	  viden	  om	  ens	  kognitive	  funktion	  og	  viden	  om	  ens	  motivation	  og	  følelser	  
kan	  bruges	  til	  bevidst	  at	  forbedre	  viljemæssig	  effektivitet	  
4. Matematikrelaterede	  beliefs	  (overbevisninger),	  som	  omfatter	  subjektive	  forestillinger	  om	  
matematikundervisningen,	  om	  sig	  selv	  som	  matematiker	  og	  om	  den	  sociale	  kontekst,	  dvs.	  klassen.	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5. Selvregulerende	  færdigheder	  omslutter	  kompetencer	  vedr.	  selvregulering	  af	  ens	  kognitive	  
processer	  (metakognitive	  færdigheder)	  og	  selvregulering	  af	  ens	  viljemæssige	  processer	  
(metavolitional	  færdigheder)	  
	  
Erhvervelsen	  af	  matematisk	  disposition	  er	  nødvendigt	  for	  eleverne	  til	  at	  blive	  kompetente	  problemløsere,	  
som	  kan	  genkende	  og	  håndtere	  matematiske	  problemer	  i	  forskellige	  sammenhænge,	  og	  til	  at	  overvinde	  den	  
såkaldte	  inaktive	  viden.	  
Forfatterne	  tager	  udgangspunkt	  i	  fire	  forskeres	  modeller	  (Underhill,	  McLeod,	  Kloosterman,	  Pehkonen)	  
vedrørende	  elevernes	  matematikrelaterede	  beliefs.	  Disse	  modeller	  findes	  utilstrækkelige,	  idet	  de	  ikke	  er	  
struktureret	  identisk,	  ikke	  tilsammen	  dækker	  elevernes	  beliefs,	  og	  nogle	  beliefs	  er	  kategoriserede	  
anderledes,	  mens	  andre,	  tilsyneladende	  identiske	  kategorier,	  indeholder	  en	  vis	  grad	  af	  forskellige	  beliefs.	  
	  
Definitionen	  af	  elevernes	  matematikrelaterede	  beliefs	  er	  dermed:	  
Students'	  mathematics-­‐related	  beliefs	  are	  the	  implicitly	  or	  explicitly	  held	  subjective	  
conceptions	  students	  hold	  to	  be	  true	  about	  mathematics	  education,	  about	  themselves	  as	  
mathematicians,	  and	  about	  the	  mathematics	  class	  context.	  These	  beliefs	  determine	  in	  close	  
interaction	  with	  each	  other	  and	  with	  students'	  prior	  knowledge	  their	  mathematical	  learning	  
and	  problem	  solving	  in	  class.	  (Eynde,	  et	  al.,	  2003)	  
I	  overensstemmelse	  med	  denne	  definition	  er	  elevernes	  matematikrelaterede	  beliefs	  inddelt	  i	  tre	  
hovedområder,	  som	  hver	  for	  sig	  ydermere	  er	  inddelt	  i	  underkategorier	  på	  følgende	  måde:	  
	  	  	  	  	  Beliefs	  om	  matematikuddannelsen	  
a) Beliefs	  om	  matematik,	  fx	  ”formel	  matematik	  har	  lidt	  eller	  ingenting	  at	  gøre	  med	  reel	  tænkning	  
eller	  problemløsning”	  	  
b) Beliefs	  om	  matematiklæring	  og	  problemløsning,	  fx	  ”matematiklæring	  handler	  om	  
udenadslære”	  	  
c) Beliefs	  om	  matematikundervisning,	  fx	  ”en	  god	  lærer	  forklarer	  først	  teorien	  og	  giver	  et	  eksempel	  
på	  en	  øvelse,	  før	  eleverne	  skal	  løse	  matematiske	  problemer”	  	  
	  
Undersøgelser	  viser,	  at	  de	  yngre	  elever	  mener,	  at	  matematiklærerens	  roller	  er	  at	  transmittere	  
matematikviden	  og	  kontrollere,	  at	  eleverne	  har	  modtaget	  denne	  viden.	  
I	  forbindelse	  med	  gruppearbejder	  viser	  det	  sig	  også,	  at	  lærerne	  godt	  kan	  have	  en	  positiv	  indstilling	  og	  
understrege	  vigtigheden	  af	  gruppearbejde	  selv	  i	  diskussioner	  med	  eleverne,	  men	  kun	  lejlighedsvis	  tillader	  
eleverne	  at	  arbejde	  i	  grupper	  i	  matematiktimerne.	  Nogle	  elevers	  overbevisning	  vil	  være	  præget	  af	  hvad	  
lærerene	  siger,	  men	  kun	  principielt.	  De	  vil	  i	  almindelighed	  antage,	  at	  gruppearbejde	  er	  en	  effektiv	  
arbejdsmåde	  at	  lære	  matematik	  i	  klassen,	  men	  på	  det	  praktiske	  plan	  vil	  de	  tro	  på	  det	  modsatte	  og	  handle	  i	  
overensstemmelse	  med	  det.	  	  Dette	  er	  endnu	  et	  eksempel	  på,	  at	  eleverne	  kan	  være	  i	  besiddelse	  af	  
modstridende	  beliefs.	  	  
	  	  	  
	  	  Beliefs	  om	  Selvet	  
a) målorienterede	  beliefs	  
b) opgave-­‐værdi	  beliefs	  
c) kontrol	  beliefs	  
d) self-­‐efficacy	  beliefs	  
	  
Denne	  skelnen	  er	  på	  baggrund	  af	  tre	  grundlæggende	  konstruktioner:	  forventning,	  værdi	  og	  effekt.	  
	  	  	  	  Beliefs	  om	  den	  sociale	  kontekst	  
a) beliefs	  om	  de	  sociale	  normer	  i	  deres	  egen	  klasse	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   -­‐ lærerens	  rolle	  og	  virkning	  i	  klassen	  -­‐ elevernes	  rolle	  og	  virkning	  i	  klassen	  
b) beliefs	  om	  socio-­‐matematiske	  normer	  i	  deres	  egen	  klasse	  
	  
Lærerens	  og	  elevernes	  beliefs	  om	  deres	  egen	  rolle	  og	  den	  rolle,	  de	  andre	  i	  klassen	  har,	  er	  relateret	  til	  
klassens	  sociale	  normer.	  De	  socio-­‐matematiske	  normer	  har	  indflydelse	  på	  matematikrelaterede	  beliefs.	  
Både	  de	  sociale	  og	  socio-­‐matematiske	  normer	  er	  med	  til	  at	  bestemme	  de	  interaktionsmønstre,	  læreren	  og	  
eleverne	  etablerer	  indbyrdes.	  Dermed	  definerer	  man	  implicit,	  hvad	  matematik	  er,	  hvordan	  et	  problem	  skal	  
løses,	  og	  hvad	  kriterierne	  for	  at	  være	  en	  god	  elev	  er.	  
	  
Elevernes	  matematikrelaterede	  beliefs	  spiller	  en	  følelsesmæssig	  og	  motiverende	  rolle	  i	  deres	  læring	  og	  
problemløsning,	  men	  den	  subjektive	  rationalitet	  er	  sjældent	  bevidst	  hos	  eleverne.	  Fx	  kan	  eleverne	  på	  den	  
ene	  side	  betragte	  matematiklæring	  som	  udenadslære	  og	  på	  den	  anden	  side	  finde	  matematik	  interessant	  og	  
udfordrende	  og	  med	  mulighed	  for	  stor	  plads	  til	  opdagelser.	  Disse	  to	  overbevisninger	  opfattes	  af	  eleverne	  
ikke	  som	  modstridende,	  hvis	  de	  ikke	  kan	  se	  en	  sammenhæng	  mellem	  det,	  man	  lærer	  i	  skolen,	  og	  det,	  der	  
sker	  i	  den	  virkelige	  verden.	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 Teori	  i	  praksis	  2.4
	  
I	  dette	  kapitel	  vil	  vi	  illustrere,	  i	  hvilket	  omfang	  man	  kan	  anvende	  de	  beskrevne	  teorier	  til	  bl.a.	  
diagnosticering	  af	  elevers	  vanskeligheder	  med	  ræsonnementskompetence	  og	  beviser.	  Vi	  vil	  desuden	  
illustrere,	  hvordan	  vi	  har	  tilrettelagt	  en	  intervention	  i	  klasserummet	  og	  individuelt	  på	  baggrund	  af	  teorierne,	  
med	  henblik	  på	  at	  udvikle	  elevernes	  strategier	  i	  forhold	  til	  bevisførelse	  og	  udvikling	  af	  deres	  
ræsonnementskompetence.	  
Foridentificering	  
I	  dette	  forløb	  har	  vi	  valgt	  at	  lave	  en	  klasserumsintervention	  med	  fokus	  på	  udvalgte	  elever,	  der	  har	  en	  lav	  
ræsonnementskompetence	  og	  har	  vanskeligheder	  i	  forhold	  til	  arbejde	  med	  beviser.	  
Klasserne	  
Vi	  har	  testet	  to	  forskellige	  klasser	  med	  Detektionstest2	  (se	  bilag	  5.4).	  Et	  hf-­‐hold	  med	  matematik	  på	  C-­‐niveau	  
og	  en	  3g	  stx	  klasse	  med	  matematik	  på	  A-­‐niveau.	  
1pq	  er	  et	  sammensat	  hold	  af	  (pt.	  ca.	  25)	  elever	  fra	  to	  hf	  klasser.	  Da	  der	  er	  få	  elever	  i	  begge	  klasser,	  har	  de	  
siden	  nytår	  været	  samlet	  på	  ét	  matematikhold,	  hvor	  der	  er	  to	  undervisere	  tilknyttet	  til	  hver	  lektion.	  Det	  
giver	  mulighed	  for	  at	  differentiere	  undervisningen,	  hvilket	  kan	  være	  nødvendigt,	  da	  eleverne	  befinder	  sig	  på	  
meget	  forskellige	  niveauer.	  Der	  har	  været	  et	  stort	  frafald	  på	  holdet,	  ligesom	  en	  del	  elever	  har	  meget	  fravær,	  
hvilket	  til	  dels	  viser	  elevernes	  manglende	  motivation	  for	  faget	  og	  gør,	  at	  det	  er	  svært	  at	  lave	  en	  konsistent	  
undervisning.	  Der	  er	  dog	  nogle	  af	  eleverne,	  der	  er	  motiverede	  og	  udviser	  interesse	  for	  matematik	  som	  fag.	  
Generelt	  for	  eleverne	  på	  dette	  hold	  er,	  at	  de	  ikke	  er	  gode	  til	  at	  ræsonnere	  og	  mangler	  træning	  i	  
ræsonnementer	  og	  beviser,	  som	  heller	  ikke	  spiller	  en	  væsentlig	  rolle	  i	  undervisningen	  eller	  til	  eksamen.	  Da	  
eleverne	  skal	  kunne	  gennemføre	  simple	  beviser	  og	  ræsonnementer	  til	  den	  mundtlige	  eksamen,	  ligesom	  de	  
skal	  kunne	  fortolke	  på	  modeller	  til	  den	  skriftlige	  eksamen,	  er	  det	  nødvendigt,	  at	  eleverne	  stifter	  
bekendtskab	  med	  ræsonnementer	  og	  beviser	  i	  undervisningen.	  
Holdet	  vælges	  til	  dette	  projekt,	  da	  det	  vil	  være	  muligt	  at	  afprøve	  en	  klasserumsintervention	  med	  fokus	  på	  
enkeltelever	  der	  vil	  gavne	  flere	  af	  eleverne	  på	  holdet	  og	  ruste	  dem	  bedre	  til	  eksamen	  mv..	  
3.d	  er	  en	  klasse,	  som	  udfordrer	  sine	  lærere	  i	  flere	  fag	  i	  forbindelse	  med	  planlægning	  og	  gennemførelse	  af	  
undervisning	  pga.	  deres	  svingende	  arbejdsindsats.	  Klassen	  har	  14	  elever,	  som	  kommunikerer	  godt	  sammen	  
og	  hjælper	  hinanden.	  	  
Det	  faglige	  niveau	  i	  klassen	  er	  generelt	  lavt,	  selvom	  der	  også	  sidder	  nogle	  dygtige	  elever.	  	  
Eleverne	  foretrækker	  at	  bruge	  programmet	  Maple	  til	  at	  løse	  selv	  simple	  opgaver	  og	  deres	  faglige	  spørgsmål	  
tyder	  på,	  at	  deres	  interesse	  er	  rettet	  mod	  en	  instrumental	  forståelse,	  dog	  mod	  en	  god	  eksamenspræstation.	  
Vi	  har	  yderligere	  fundet	  det	  interessant	  at	  afprøve	  en	  klasseintervention	  i	  3.d,	  da	  klassen	  i	  løbet	  af	  de	  tre	  år	  
også	  har	  haft	  to	  pædagogikumkandidater.	  Det	  er	  vores	  overbevisning,	  at	  dette	  må	  have	  haft	  en	  vis	  
indflydelse	  på	  dannelsen	  og	  udviklingen	  af	  de	  sociale	  og	  socio-­‐matematiske	  normer	  i	  klassen,	  idet	  lærerens	  
interaktion	  med	  eleverne	  spiller	  en	  vigtig	  rolle	  i	  etableringen	  af	  klassens	  socio-­‐matematiske	  normer,	  og	  når	  
eleverne	  møder	  en	  ny	  lærer	  og	  dennes	  tilgang	  til	  faget,	  ændres	  der	  på	  spillereglerne	  i	  klassen.	  	  
	  
Udvalgte	  elever	  
Udvalgskriterierne	  for	  de	  enkelt-­‐elever,	  vi	  vil	  have	  fokus	  på	  under	  interventionen,	  var	  bl.a.	  at	  det	  ikke	  skal	  
være	  elever	  med	  for	  store	  matematikvanskeligheder,	  de	  skal	  være	  i	  besiddelse	  af	  få	  eller	  flere	  
grundlæggende	  færdigheder,	  samt	  flere	  matematikkompetencer.	  De	  skal	  dermed	  ikke	  være	  placeret	  som	  
de	  dårligste	  elever	  i	  klassen	  efter	  Detektionstest2,	  ligesom	  de	  skal	  være	  motiverede	  for	  faget	  og	  
interesserede	  i	  at	  deltage	  aktivt	  i	  interventionen.	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DETEKTIONSTEST	  -­‐	  KRISTINA	  VS.	  1PQ	  
Kristina,	  en	  elev	  i	  1pq,	  udviser	  i	  matematiktimerne	  en	  fin	  forståelse	  for	  faget,	  men	  hun	  er	  tilbageholdende	  
og	  kan	  virke	  usikker,	  især	  i	  situationer	  hvor	  hun	  skal	  ræsonnere.	  Beviser	  er	  nyt	  land	  for	  Kristina,	  ligesom	  for	  
resten	  af	  eleverne	  i	  1pq.	  
Kristina	  vælges	  til	  at	  deltage	  i	  projektet,	  da	  hun	  udviser	  interesse	  for	  faget	  og	  muligvis	  ønsker	  at	  vælge	  
matematik	  på	  et	  højere	  niveau.	  Hun	  virker	  motiveret	  for	  faget	  og	  har	  ikke	  uoverkommelige	  vanskeligheder	  
med	  grundlæggende	  matematik.	  
Hargon	  er	  ikke	  én	  af	  de	  mest	  aktive	  elever	  i	  3d,	  men	  når	  han	  bliver	  bedt	  om	  at	  argumentere,	  er	  han	  meget	  
grundig	  i	  sine	  forklaringer,	  bruger	  faglige	  begreber	  og	  redegør	  i	  detaljer.	  Hargon	  kan	  reproducere	  
algoritmer,	  metoder	  og	  teknikker	  i	  forbindelse	  med	  regneopgaver	  i	  matematik,	  men	  han	  tager	  ikke	  initiativ	  
til	  selv	  at	  finde	  løsninger	  til	  nye	  matematik	  problemstillinger	  eller	  til	  at	  gennemføre	  beviser.	  	  	  
Hargon	  klarer	  sig	  normalvis	  godt	  i	  matematiktimerne,	  men	  i	  forbindelse	  med	  større	  opgaver,	  som	  
indeholder	  flere	  sammenhængende	  beviser	  og	  argumentationer,	  der	  kræver	  initiativ,	  matematisk	  
modenhed,	  selvstændighed	  og	  overblik,	  som	  fx	  studieretningsprojekt,	  er	  Hargon	  blandt	  de	  dårligere	  elever	  i	  
klassen.	  Disse	  mønstre	  er	  observeret	  i	  forbindelse	  med	  flere	  tilsvarende	  forløb.	  
Vi	  har	  en	  formodning	  om,	  at	  Hargon,	  gennem	  en	  hensigtsmæssig	  intervention,	  vil	  kunne	  udvikle	  sin	  
ræsonnementskompetence	  og	  aktivere	  den	  i	  mere	  komplekse	  sammenhænge,	  da	  Hargons	  begrebsapparat	  
er	  bredt	  og	  let	  tilgængeligt	  for	  ham.	  	  
De	  udvalgte	  elevers	  svarprocent	  i	  forhold	  til	  kontrolgruppen	  understøtter	  vores	  overvejelser	  omkring	  deres	  
præstationer	  i	  Detektionstest2	  (se	  Figur	  23).	  
	  
FIGUR	  23	  ELEVERNES	  BESVARELSESPROCENT	  I	  DETEKTIONSTEST2	  
	  Bekræftelse	  eller	  afkræftelse	  af	  formodninger	  
Vi	  har	  lavet	  en	  formodet	  besvarelse	  af	  Detektionstest2,	  hvor	  vi	  har	  taget	  udgangspunkt	  i	  en	  middel	  elev	  i	  en	  
almindelig	  matematikklasse.	  Vi	  vil	  forvente,	  at	  en	  middelelev	  vil	  besvare	  Detektionstest2med	  47%	  korrekte	  
svar.	  Vi	  har	  ikke	  set	  specielt	  på,	  hvilket	  niveau	  eleven	  har	  matematik	  på.	  
Efter	  analyse	  af	  Detektionstest2’s	  svar,	  kan	  vi	  se,	  at	  svarene	  for	  1pq	  svarer	  i	  55,9%	  af	  opgaverne	  som	  
formodet,	  mens	  eleverne	  i	  3d	  svarer	  i	  67,6%	  af	  opgaverne	  som	  formodet.	  
	  
Spørgsmål,	  hvor	  eleverne	  som	  forventet	  svarede	  korrekt,	  er	  spg.	  4,	  5a,	  6,	  14	  og	  for	  3d	  desuden	  5b,	  12b,	  13,	  
15a	  og	  18.	  Som	  forventet	  klarer	  flertallet	  af	  elever	  altså	  at	  svare	  korrekt	  på	  opgavetyper,	  som	  appellerer	  til	  
elevernes	  almene	  viden	  (spg.	  5a,	  14,	  13),	  samt	  opgaver,	  hvor	  sandhedsværdien	  af	  et	  udsagn	  kan	  
efterprøves	  ved	  efterprøvning	  med	  talværdier	  (spg	  4).	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Spørgsmål,	  hvor	  eleverne	  som	  forventet	  ikke	  kunne	  svare	  korrekt,	  er	  spg.	  5c,	  7,	  8,	  9,	  11,	  15b,	  16b	  og	  for	  1pq	  
desuden	  2,	  3	  og	  22.	  Som	  forventet	  har	  eleverne	  bl.a.	  svært	  ved	  at	  svare	  på	  opgaver,	  hvor	  der	  kræves	  
begrundelse(5c,	  9,	  15b,	  16b,	  samt	  for	  1pq	  spg.	  2	  og	  3),	  eller	  opgaver,	  der	  omhandler	  vurdering	  af	  et	  
argument	  (8,	  11)	  	  	  
	  
De	  spørgsmål,	  hvor	  vi	  har	  formodet	  eleverne	  ikke	  kunne	  svare	  korrekt,	  men	  hvor	  vores	  formodning	  blev	  
afkræftet,	  er	  spg.	  1,	  8,	  10b,	  16a,	  17a,	  20	  og	  for	  3d	  desuden	  spg.	  2,	  3	  og	  22.	  Disse	  spørgsmål	  omhandler	  bl.a.	  
klasselogik	  (1,	  2,	  3,	  20),	  vurdering	  eller	  begrundelse	  af	  påstande	  eller	  ræsonnementer	  (8,	  10b,	  17a),	  	  
	  
Opgaver,	  hvor	  vi	  forventede,	  at	  eleverne	  kunne	  svare	  korrekt,	  og	  vores	  formodninger	  blev	  afkræftet,	  er	  for	  
3d	  kun	  spg.	  10a,	  mens	  for	  1pq	  er	  der	  tale	  om	  spg.	  5a,	  5b,	  10a,	  12b,	  13,	  15a,	  18,	  23	  	  
Disse	  opgaver	  omhandler	  bl.a.	  evaluering	  af	  påstand	  og	  argumentation	  (5a,	  5b,	  23),	  vurdering	  af	  påstand	  
(10a)	  klasselogik	  (13),	  modeksempel(18).	  Det	  bemærkes	  her,	  at	  det	  næsten	  udelukkende	  er	  eleverne	  fra	  
1pq,	  der	  har	  vanskeligheder	  med	  disse	  opgaver,	  hvilket	  skyldes,	  at	  deres	  matematikforudsætninger	  og	  
daglige	  undervisning	  ligger	  på	  et	  noget	  lavere	  niveau	  end	  3d’s.	  	  	  	  	  
	  
	  
FIGUR	  24	  KLASSERNES	  BESVARELSE	  AF	  DETEKTIONSTEST2	  I	  PROCENT	  
Diagnosticering	  
Klasserne	  
Ud	  fra	  analysen	  af	  elevernes	  besvarelse	  af	  Detektionstest2	  (se	  Figur	  24)	  har	  vi	  observeret,	  at	  eleverne	  i	  1pq	  
har	  vanskeligheder	  med	  at	  vurdere	  påstande	  (spg.	  8),	  argumentere	  for	  eller	  begrunde	  (2,	  5c,	  9b,	  15b,	  16b,	  
22)	  deres	  svar	  på	  en	  matematisk	  korrekt	  måde,	  samt	  at	  de	  har	  vanskeligheder	  med	  spørgsmål,	  der	  
omhandler	  klasselogik	  (13,	  20).	  Det	  vurderes	  derfor,	  at	  en	  klasseintervention	  skal	  have	  fokus	  på	  simple	  
ræsonnementer	  og	  argumentation.	  
	  
I	  3d	  har	  eleverne	  også	  vanskeligheder	  med	  begrundelse	  af	  svar	  (	  9b,	  15b,	  16b),	  vurdering	  af	  påstande(8),	  
samt	  vanskeligt	  ved	  at	  finde	  fejlen	  i	  et	  ikke	  korrekt	  bevis	  (spg.	  5c).	  Eleverne	  har	  lidt	  bedre	  styr	  på	  
klasselogik.	  
Intervention	  for	  3d	  skal	  have	  fokus	  på	  at	  forbedre	  elevernes	  kompetencer	  inden	  for	  vurdering	  af	  
ræsonnementer	  og	  argumentation.	  
Eleverne	  
Efter	  detektionstest	  2	  har	  vi	  fundet,	  at	  Kristina	  svarer	  korrekt	  på	  54,8%	  af	  spørgsmålene,	  hvilket	  er	  over	  
holdets	  gennemsnit	  på	  36,5%.	  I	  forhold	  til	  klassen	  er	  der	  flere	  spørgsmål	  (fx	  spg.	  15a,	  20)	  hvor	  kun	  Kristina	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og	  få	  andre	  svarer	  korrekt.	  Lidt	  over	  halvdelen	  af	  de	  spørgsmål,	  Kristina	  besvarer	  korrekt,	  kan	  over	  50%	  af	  
de	  andre	  elever	  også	  besvare.	  
Hargons	  besvarelse	  af	  detektionstest	  2	  er	  på	  45,6%,	  som	  ligger	  under	  klassens	  gennemsnit	  på	  55,1%,	  dog	  
ikke	  som	  den	  laveste.	  I	  forhold	  til	  klassens	  besvarelse	  er	  der	  et	  enkelt	  spørgsmål	  (spg.	  20),	  som	  kun	  Hargon	  
og	  få	  elever	  besvarer	  korrekt.	  Men	  de	  fleste	  af	  de	  spørgsmål,	  som	  Hargon	  besvarer	  korrekt	  kan	  over	  50%	  af	  
de	  andre	  elever	  også	  besvare.	  
	  
En	  sammenligning	  af	  de	  to	  udvalgte	  elevers	  besvarelse	  af	  Detektionstest2	  (se	  Figur	  25)	  viser,	  at	  Kristina	  
svarer	  korrekt	  på	  betydeligt	  flere	  spørgsmål	  end	  Hargon.	  	  
	  
	  
FIGUR	  25	  UDVALGTE	  ELEVERS	  BESVARELSE	  AF	  SPØRGSMÅL	  I	  DETEKTIONSTEST2	  
De	  spørgsmål,	  Kristina	  svarer	  korrekt	  på,	  hvor	  Hargon	  ikke	  gør,	  er	  spørgsmål	  1,	  4b,	  4c,	  4d,	  6,	  13,	  15a,	  17a,	  
17b,	  19,	  21a,	  23.	  	  Blandt	  disse	  spørgsmål	  er	  der	  flere,	  der	  berører	  klasselogik	  baseret	  på	  implikationer	  (fx	  
spg.	  1,	  13,	  15a,	  17a,	  19).	  Det	  tyder	  dermed	  på,	  at	  Hargon	  har	  svært	  ved	  at	  gennemskue	  og	  vurdere	  simple	  
ræsonnementer.	  	  
I	  spørgsmål	  4	  svarer	  Hargon	  c)	  ”For	  det	  meste	  har	  du	  ret,	  men	  der	  er	  nogle	  få	  undtagelser”.	  Der	  er	  ikke	  
noget,	  der	  tyder	  på,	  at	  han	  afprøver	  de	  mulige	  talværdier	  i	  svarmulighed	  b)	  og	  d).	  
Vi	  har	  en	  formodning	  om,	  at	  Kristina	  har	  svaret	  korrekt	  på	  nogle	  spørgsmål,	  ved	  at	  svare	  tilfældigt	  (fx	  spg.	  6,	  
23).	  
De	  spørgsmål	  Hargon	  besvarer	  korrekt,	  hvor	  Kristina	  ikke	  gør,	  er	  spørgsmål	  2,	  3,	  5a,	  5b,	  18a,	  18c,	  18d,	  18e,	  
21b,	  22.	  
I	  spørgsmål	  2	  og	  3	  har	  Kristina	  ikke	  argumenteret	  til	  ende,	  men	  har	  blot	  lavet	  en	  delvis	  løsning	  af	  ligningen	  
uden	  en	  afsluttende	  konklusion.	  Det	  er	  altså	  begrundelsen,	  der	  mangler.	  Man	  kan	  karakterisere	  Kristinas	  
svar	  som	  et	  uafhængigt	  deduktivt	  bevisskema	  (D).	  Hargons	  svar	  er	  til	  gengæld	  her	  deduktivt,	  fuldstændigt	  
forbundet	  (Einc).	  	  
Spørgsmål	  5	  viser,	  at	  Kristina	  er	  klar	  til	  at	  godtage	  en	  påstand	  som	  korrekt,	  selvom	  det	  strider	  mod	  almen	  
viden,	  da	  der	  er	  lavet	  et	  bevis	  for	  det	  (Alle	  tal	  er	  lig	  med	  0),	  mens	  hun	  i	  spørgsmål	  21	  ikke	  umiddelbart	  
godtager	  beviset	  som	  gældende	  for	  alle	  tilfælde	  (vi	  skal	  måle	  vinklerne	  i	  alle	  trekanter).	  	  	  
Idet	  Kristina	  i	  flere	  tilfælde	  undlader	  at	  svare	  på	  spørgsmål,	  hvor	  hun	  bedes	  begrunde	  sit	  svar,	  eller	  kommer	  
med	  en	  ikke	  korrekt/upræcis	  begrundelse,	  tyder	  det	  på,	  at	  Kristina	  har	  en	  passiv	  ræsonnementskompetence	  
dvs.	  hun	  ikke	  selv	  går	  i	  gang	  med	  beviser,	  men	  nok	  vil	  acceptere	  beviser,	  også	  som	  korrekte	  og	  generelle.	  
Hun	  vil	  blot	  ikke	  selv	  kunne	  udføre	  disse.	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Spørgsmål	  18	  giver	  problemer	  for	  Kristina,	  idet	  hun	  er	  i	  besiddelse	  af	  en	  symbol	  og	  formalisme-­‐kompetence	  
der	  er	  på	  et	  lavere	  niveau,	  og	  hun	  får	  dermed	  vanskeligheder	  med	  at	  udregne	  fx	  kvadratet	  på	  negative	  tal,	  
decimaltal	  og	  brøker.	  	  
	  
Der	  er	  en	  række	  spørgsmål,	  som	  ingen	  af	  de	  to	  elever	  besvarer	  korrekt,	  nemlig	  5c,	  7b,	  7c,	  8,	  9a,	  9b,	  11,	  15b,	  
16b.	  Her	  er	  det	  tydeligt,	  at	  opgaverne	  alle	  handler	  om	  at	  vurdere	  eller	  begrunde	  påstande.	  Begge	  elever	  
svarer	  utilstrækkeligt	  i	  de	  spørgsmål,	  hvor	  de	  skal	  begrunde	  deres	  svar(5c,	  15b,	  16b),	  og	  de	  har	  problemer	  
med	  at	  vurdere	  sandhedsværdien	  af	  nogle	  påstande	  (spg.	  8	  og	  11).	  Dette	  tyder	  på,	  at	  begge	  elever	  er	  i	  
besiddelse	  af	  ræsonnementskompetence	  på	  et	  meget	  lavt	  niveau.	  
	  
Diagnose	  
Ud	  fra	  lærernes	  kendskab	  til	  eleverne	  i	  dagligdagen,	  elevernes	  svar	  i	  Detektionstest2,	  samt	  et	  uddybende	  
interview	  baseret	  på	  udvalgte	  spørgsmål	  fra	  detektionstesten,	  kan	  vi	  stille	  en	  foreløbig	  diagnose,	  som	  vi	  
forventer	  at	  kunne	  indskærpe	  i	  løbet	  af	  interventionen.	  
	  
Kristina	  
Under	  et	  interviewet	  viser	  Kristina,	  at	  hun	  gennem	  samtale	  bedre	  kan	  ræsonnere.	  Hun	  lokkes	  dog	  i	  flere	  
tilfælde	  til	  at	  godtage	  beviser	  eller	  ræsonnementer	  fra	  læreren	  (hun	  afkoder	  lærerens	  kropssprog?)	  selvom	  
hun	  sandsynligvis	  ikke	  forstår	  disse	  eller	  kan	  se	  sammenhængen.	  	  
Kristina	  finder	  det	  naturligt,	  at	  når	  man	  har	  bevist	  noget,	  kan	  man	  bruge	  det	  næste	  gang	  man	  møder	  et	  
tilsvarende	  tilfælde.	  	  
Kristina	  forholder	  sig	  stadig	  passivt	  til	  ræsonnementer	  og	  skal	  kraftigt	  animeres	  for	  at	  gå	  i	  gang	  med	  noget,	  
der	  ligner	  beviser.	  Dette	  understøtter	  vores	  formodning	  om,	  at	  Kristina	  har	  en	  passiv	  ræsonnements-­‐
kompetence.	  
I	  flere	  tilfælde	  under	  interviewet	  (spg.	  3,	  15,	  16)	  benytter	  Kristina	  taleksempler	  til	  at	  begrunde	  sit	  svar.	  Fx	  
benytter	  hun	  i	  spg	  15	  tallet	  1	  i	  stedet	  for	  radius	  i	  cirklen.	  
	  
Spg	  15	  	  
K:	  Jeg	  tror	  jeg	  gættede	  svaret	  på	  den	  opgave.	  
L:	  Passer	  det?	  
…	  
K:	  Det	  har	  jeg	  sagt	  nej	  til,	  jeg	  tror	  at	  jeg	  inde	  i	  mit	  hoved	  tænkte,	  at	  man	  
kunne	  lave	  en	  cirkel	  her	  og	  en	  der,	  og	  der	  og	  der	  (tegner	  fire	  cirkler	  i	  den	  
store	  cirkel,	  som	  ikke	  overlapper	  hinanden	  –	  se	  Figur	  26	  tegning	  til	  spg	  15)	  	  	  
Eller	  sådan	  noget	  og	  fik	  det	  til	  at	  passe	  samme.	  	  
…	  
L:	  Det	  er	  svært	  at	  se	  omkredsen,	  kan	  man	  måske	  regne	  sig	  frem	  til	  det?	  
K:	  Ja,	  men	  det	  kan	  jeg	  ikke	  huske,	  hvordan	  man	  gør.	  
L:	  Kender	  du	  formler	  for	  omkreds	  og	  areal	  for	  en	  cirkel?	  
K:	  Nej,	  det	  kan	  jeg	  ikke	  huske.	  
L:	  Giver	  formlen	  𝑂 = 2𝜋 ∙ 𝑟,	  hvordan	  vil	  omkredsen	  være	  af	  de	  to	  cirkler?	  Vi	  kalder	  diameteren	  2d	  og	  d	  
K:	  Jeg	  kan	  slet	  ikke	  se	  …	  
L:	  Hvis	  diameteren	  er	  2	  hvad	  er	  så	  radius?	  
K:	  Så	  må	  den	  være	  4	  
L:	  Hvis	  diameteren	  er	  2?	  Hvor	  er	  radius?	  
K:	  (Viser	  at	  radius	  er	  halvdelen	  af	  diameteren)	  Så	  er	  den	  1d	  
FIGUR	  26	  TEGNING	  TIL	  SPG	  15	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L:	  Hvis	  du	  sætter	  ind	  i	  formlen	  og	  finder	  omkredsen	  (for	  den	  store	  cirkel)?	  
K:	  2𝜋 ∙ 1,	  nåh,	  så	  bliver	  det	  der	  (den	  lille	  cirkel)	  gange	  en	  halv.	  Skriver	  2𝜋 ∙ !!.	  
	  
Dette	  viser	  os,	  at	  Kristina	  anvender	  empiriske	  bevisskemaer	  af	  typen	  X	  eller	  $,	  som	  kan	  opfattes	  som	  en	  
indskærpelse	  af	  diagnosen	  i	  forhold	  til	  vores	  formodning	  efter	  analyse	  af	  Kristinas	  svar	  på	  detektionstesten.	  	  
	  
I	  forhold	  til	  beviser	  og	  ræsonnementer	  kan	  man	  sige,	  at	  Kristina	  er	  på	  et	  instrumentelt	  niveau	  (Skemp,	  
1976).	  Vi	  forventer,	  at	  en	  intervention	  med	  fokus	  på	  arbejde	  med	  beviser	  og	  ræsonnement	  kan	  få	  Kristina	  
til	  at	  være	  mere	  opmærksom	  på,	  hvordan	  man	  læser,	  forstår	  og	  analyserer	  en	  matematisk	  tekst,	  samt	  blive	  
mere	  aktiv	  i	  forhold	  til	  selvstændigt	  at	  ræsonnere	  eller	  gennemføre	  beviser.	  
	  
Hargon	  
I	  interviewet	  om	  spørgsmål	  9	  i	  detektionstest	  2,	  kan	  Hargon	  ikke	  selv	  finde	  et	  modeksempel,	  men	  kan	  fint	  
inddele	  de	  rette	  linjer	  som	  går	  igennem	  (0,0)	  i	  klasser	  af	  linjer,	  som	  har	  en	  positiv	  eller	  negativ	  hældning.	  
	  
L:Du	  må	  godt	  tegne	  i	  et	  koordinatsystem,	  hvis	  du	  har	  brug	  for	  at	  illustrere	  linjer,	  der	  opfylder	  kravet	  at	  gå	  
gennem	  (0,0).	  
M:	  (Tegner	  et	  koordinatsystem	  og	  to	  tilfælde).	  
L:	  (Peger	  på	  den	  ene	  linje)	  I	  forhold	  til	  den	  første,	  du	  har	  tegnet	  her,	  (1),	  hvad	  vil	  du	  sige	  om	  a?	  
M:	  Den	  er	  positiv.	  
L:	  Ja.	  	  
M:	  Den	  har	  en	  positiv	  hældning.	  
L:	  Og	  den	  anden?	  (peger	  på	  linje	  (2))	  
M:	  Den	  har	  en	  negativ	  hældning.	  
Pause	  
L:	  (Læser	  spørgsmål	  i	  opgaven)	  Er	  det	  rigtigt	  at	  påstå,	  at	  enhver	  ret	  linje	  igennem	  (0,0)	  har	  en	  ligning	  på	  
formen	  𝑦 = 𝑎𝑥,	  hvor	  a	  er	  en	  konstant?	  
M:	  Det	  er	  det	  ikke,	  pga.	  at	  a	  er	  negativ	  (peger	  på	  linjen	  med	  den	  negative	  hældning).	  
L:	  Hvordan	  ser	  ligningen	  ud	  for	  de	  linjer,	  der	  går	  vandret	  igennem	  (0,0)?	  
M:	  Det	  er	  y=0.	  
L:	  Hvad	  er	  a	  i	  tilfældet	  af	  at	  y=0?	  
M:	  a=0.	  x	  er	  sådan	  set	  lige	  meget	  hvordan	  den	  er.	  
	  
Hargon	  kan	  godt	  tegne	  en	  vandretlinje	  igennem	  (0,0),	  men	  han	  har	  ikke	  selv	  opdaget	  det	  som	  et	  specielt	  
tilfælde	  og	  kan	  godt	  beskrive	  linjen	  ved	  dens	  ligning.	  Han	  mangler	  også	  netop	  det	  tilfælde,	  som	  er	  relevant	  
for	  opgaven	  (x=0).	  Hargons	  tilgang	  kan	  klassificeres	  som	  et	  deduktivt	  (Rcd)	  bevisskema.	  
	  
L:	  Er	  der	  andre	  rette	  linjer,	  som	  du	  kan	  tegne	  igennem	  (0,0)?	  
M:	  …	  
L:	  Vi	  har	  talt	  om	  dem,	  der	  er	  faldende,	  dem	  der	  er	  voksende,	  dem	  der	  går	  vandret.	  
M:	  Lodret!	  
M:….	  
L:	  Hvordan	  er	  en	  ligning	  for	  en	  lodret	  linje?	  
M:	  Hvordan?	  Altså…	  
L:	  Prøv	  at	  tegne	  én!	  
L:	  Tegn	  et	  nyt	  koordinatsystem,	  så	  er	  det	  måske	  nemmere	  at	  se	  det.	  
M:	  (Tegner	  et	  nyt	  koordinatsystem)	  Og	  så	  en	  linje	  her	  (tegner	  den	  lodrette	  linje	  igennem	  (0,0)).	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L:	  Ja.	  
M:	  Den	  er	  y=0.	  
L:	  Hvis	  den	  er	  y=0,	  prøv	  at	  tegne…	  
M:	  Nej,	  det	  er	  det	  så	  heller	  ikke!	  Det	  er	  x=0.	  
	  
Det	  tyder	  på,	  at	  Hargon	  ikke	  ræsonnerer	  over	  sammenhængen	  mellem	  linjens	  ligning	  og	  dens	  forløb,	  når	  
han	  angiver	  den	  samme	  ligning	  for	  den	  nye	  rette	  linje.	  Hargons	  ræsonnementskompetence	  bliver	  
sandsynligvis	  først	  aktiveret,	  når	  læreren	  viser	  tegn	  på,	  at	  svaret	  ikke	  er	  korrekt.	  
	  
L:	  Prøv	  at	  skrive	  ligningen	  x=0.	  	  
M:	  (skriver	  ligningen	  op).	  
L:	  Er	  den	  på	  formen	  𝑦 = 𝑎𝑥,	  hvor	  a	  er	  en	  konstant?	  
M:	  Nej.	  
L:	  Nej.	  Hvad	  er	  din	  konklusion	  så?	  (peger	  på	  udsagnet	  i	  opgaveteksten)	  
M.:	  Man	  kan	  ikke	  påstå	  at	  enhver	  ret	  linje	  har	  den	  formel.	  
L:	  Hvad	  er	  din	  begrundelse	  for,	  at	  du	  siger	  nej?	  
M:	  Fordi	  at…	  du	  kan	  lave	  en	  lodret	  linje	  med	  liningen	  x=0.	  
	  
Her	  kan	  man	  se,	  at	  Hargon	  er	  klar	  over,	  hvilke	  af	  disse	  klasser	  det	  ønskede	  modeksempel	  er.	  	  
	  
Spørgsmål	  13	  
L:	  Er	  ethvert	  kvadrat	  et	  rektangel?	  
M:	  Nej.	  
L:	  Et	  kvadrat	  er	  et	  specielt	  tilfælde	  af	  et	  rektangel.	  	  
….	  
L:	  Hvad	  er	  definitionen	  for	  et	  rektangel?	  	  
M:	  Det	  er	  så	  spørgsmålet.	  Jeg	  er	  i	  tvivl	  om	  det.	  
L:	  Det	  er	  en	  slags	  firkant,	  men	  ikke	  en	  hvilken	  som	  helst	  firkant.	  Hvad	  skal	  der	  gælde	  for	  den?	  
M:	  Den	  skal	  have	  siderne	  parallelle	  og	  vinklerne	  90	  grader.	  
L:	  Ja.	  	  Så	  definitionen	  for	  et	  rektangel	  er,	  at	  det	  er	  en	  firkant,	  hvor	  alle	  vinkler	  er	  90	  grader.	  
(Peger	  på	  et	  af	  de	  tegnede	  kvadrater)	  Opfylder	  den	  her	  definitionen[for	  et	  rektangel]?	  
M:	  Ja.	  
L.	  At	  den	  har	  alle	  sider	  lige	  lange,	  gør	  den	  speciel,	  men	  det	  er	  ikke	  et	  krav.	  Dvs.	  den	  her	  er	  et	  mindre	  klasse	  af	  
rektangler.	  (Tegner	  inklusionsmængderne.)	  
M:	  Ihm...	  (bekræftende)	  
L:	  (Tegner	  tilfælde	  af	  firkanter,	  som	  ikke	  tilhører	  mængden	  af	  rektangler	  og	  repræsenterer	  inklusionen	  ved	  
diagrammer).	  
	  
Her	  er	  der	  et	  eksempel	  på,	  en	  lærerstyret	  interventionssekvens,	  hvor	  Hargon	  er	  lyttende,	  men	  ikke	  deltager	  
aktiv	  i	  dialogen.	  Det	  tyder	  på,	  at	  Hargon	  har	  forstået	  sammenhængen,	  når	  han	  efterfølgende	  svarer	  korrekt	  
og	  meget	  sikkert	  på	  spørgsmål	  14.	  
	  
Den	  måde	  hvorpå	  Hargon,	  under	  interviewet,	  besvarer	  spørgsmål	  15	  og	  16,	  er	  karakteristisk	  for	  hans	  tilgang	  
til	  denne	  type	  opgaver,	  hvor	  implikationer	  og	  dobbeltimplikationer	  indgår.	  
	  
Hargon	  forsøger	  at	  huske	  formlen	  for	  cirklens	  omkreds	  og	  cirklens	  areal,	  men	  uden	  held.	  
Læreren	  angiver	  disse	  formler	  og	  Hargon	  skriver	  dem	  op.	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L:	  Hvis	  vi	  har	  en	  ny	  cirkel,	  hvor	  diameteren	  er	  halveret,	  hvad	  sker	  der	  så	  med	  radius?	  
M:	  Så	  bliver	  den	  også	  haveret.	  
L:	  Ja.	  
Efter	  en	  kort	  tænkepause	  skriver	  Hargon	  𝑂 = 2𝜋 ∙ !!𝑑.	  
M:	  Kan	  man	  ikke	  sætte	  de	  to	  ligninger	  lige	  med	  hinanden?	  Så	  vil	  den	  ene	  være	  dobbelt	  så	  stor	  som	  den	  
anden.	  
L:	  Hvis	  radius	  i	  den	  store	  cirkel	  er	  fx	  6,	  hvad..?	  
M:	  (svarer	  straks)	  Så	  3.	  
L:	  Hvad	  vil	  omkredsen	  være?	  
M:	  Den	  bliver	  også	  halveret.	  
L:	  Dvs.	  påstanden	  om,	  at	  omkredsen	  bliver	  halveret	  er	  korrekt.	  	  
M:	  Ihm	  (bekræftende)	  
L:	  Hvad	  så	  med	  arealet?	  
M:…	  
L:	  Hvis	  radius	  er	  6,	  hvad	  …?	  
M:	  (svarer	  straks)	  så	  er	  arealet	  𝜋	  gange	  seks	  i	  anden,	  dvs.	  𝜋	  gange	  36.	  
	  
Hargon	  udviser	  passiv	  ræsonnementskompetence,	  hvor	  læreren,	  efter	  langt	  ventetid,	  er	  nødt	  til	  at	  føre	  
ham	  hen	  imod	  et	  empirisk	  bevis,	  hvorefter	  han	  godt	  kan	  gennemføre	  udregningerne	  og	  generalisere	  ved	  
hjælp	  af	  fx	  diameter	  som	  variabel.	  Det	  er	  tydeligt	  at	  Hargon	  er	  klar	  over,	  at	  det	  er	  nødvendigt	  med	  en	  
generel	  regel.	  Således	  har	  Hargon	  i	  dette	  tilfælde	  en	  empirisk	  tilgang,	  med	  et	  delvist	  systematisk	  
bevisskema(S$).	  
	  
Intervention	  
De	  to	  klasser,	  vi	  arbejder	  med,	  er,	  som	  beskrevet	  tidligere,	  meget	  forskellige	  og	  er	  på	  forskellige	  niveauer.	  
Vi	  vælger	  at	  arbejde	  med	  de	  emner	  klasserne	  pt.	  er	  i	  gang	  med.	  Derfor	  vil	  udvalget	  af	  opgaver	  og	  metoder	  
variere	  i	  et	  større	  omfang	  end	  det	  optimale	  for	  projektet.	  
I	  begge	  klasser	  har	  vi	  startet	  forløbet	  med	  en	  generel	  introduktion	  til	  beviser	  og	  logisk	  tænkning.	  I	  1pq	  er	  
introduktionen	  baseret	  på	  øvelser	  om	  logiske	  slutninger	  som	  tager	  udgangspunkt	  i	  hverdagspåstande.	  I	  3d	  
er	  introduktionen	  baseret	  på	  Jesper	  Lützens	  udgivelse	  Matematisk	  Metode,	  kap.	  2	  (Lützen	  &	  Kiming,	  2008).	  
Efter	  introduktionen	  har	  1pq	  gennemført	  et	  forløb	  om	  trigonometri,	  mens	  3d	  har	  gennemført	  et	  forløb	  om	  
differentialligninger.	  Begge	  forløb	  har	  haft	  fokus	  på	  tilpasning	  af	  socio-­‐matematiske	  normer,	  som	  er	  
gavnlige	  for	  et	  miljø,	  hvor	  eleverne	  kan	  udvikle	  deres	  ræsonnementskompetencer	  og	  blive	  bedre	  til	  at	  
forstå	  og	  selvstændigt	  gennemføre	  beviser.	  Yderligere	  har	  vi	  været	  opmærksomme	  på	  at	  planlægge	  
undervisningen	  ud	  fra	  elementer	  fra	  teorien	  om	  didaktiske	  situationer.	  
Selvom	  klasserne	  er	  på	  forskellige	  uddannelser	  og	  niveauer,	  vil	  deres	  adskillige	  problemer	  i	  forhold	  til	  
fravær	  og	  arbejdsindsats	  gøre,	  at	  vi	  har	  en	  formodning	  om	  at	  kunne	  sammenligne	  elevernes	  udvikling	  under	  
interventionen.	  Det	  forventes,	  at	  eleverne	  fra	  3.d	  klarer	  sig	  bedre	  til	  detektionstest	  2,	  pga.	  et	  længere	  tids	  
beskæftigelse	  med	  faget,	  hvor	  de	  har	  arbejdet	  med	  flere	  forskellige	  emner,	  og	  kravet	  til	  ræsonnement	  og	  
argumentation	  er	  væsentlige	  højere	  end	  for	  1pq.	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Klasserumsintervention	  1pq	  
Klasserumsinterventionen	  i	  1pq	  tilrettelægges	  over	  9	  lektioner	  a	  45	  minutter.	  	  
Da	  emnet,	  holdet	  pt.	  er	  i	  gang	  med,	  er	  trigonometri,	  har	  vi	  valgt,	  at	  vi	  i	  interventionen	  vil	  arbejde	  med	  
relevante	  beviser	  i	  forhold	  til	  dette	  emne.	  Derfor	  arbejdes	  der	  hovedsagligt	  med	  trigonometriske	  
ræsonnementer	  og	  beviser.	  
I	  tilrettelæggelsen	  af	  interventionen	  tages	  udgangspunkt	  i	  teorien	  om	  didaktiske	  miljøer,	  hvorfor	  vi	  er	  
opmærksomme	  på,	  hvornår	  undervisningen	  finder	  sted	  i	  en	  didaktisk	  eller	  adidaktisk	  situation.	  
	  
Da	  Detektionstest2	  viste	  elevernes	  problemer	  med	  at	  afkode	  logiske	  udsagn,	  startes	  ud	  med	  et	  spil	  med	  
logikspørgsmål,	  der	  skal	  sorteres	  i	  svarkategorierne	  Ja,	  Nej	  og	  Sludder	  af	  typen:	  
Kan	  en	  sulten	  svensker,	  der	  er	  ædru,	  være	  træt,	  hvis	  han	  er	  blind?	  (JA)	  
Kan	  en	  lukket	  ovn,	  der	  er	  tændt,	  være	  åben?	  (NEJ)	  
Kan	  en	  skumfidus,	  der	  er	  firkantet,	  være	  hård,	  hvis	  den	  er	  rund?	  (SLUDDER)	  
Det	  er	  tydeligt,	  at	  denne	  form	  for	  undervisning	  bryder	  den	  didaktiske	  kontrakt	  mellem	  elever	  og	  lærer.	  
Eleverne	  undrer	  sig	  i	  første	  omgang	  over,	  hvad	  dette	  har	  med	  matematikundervisning	  at	  gøre.	  
Opgaven	  vækker	  frustrationer	  blandt	  eleverne,	  der	  har	  svært	  ved	  at	  se	  forskellen	  på	  de	  spørgsmål,	  der	  ikke	  
giver	  mening,	  og	  dem,	  som	  kan	  besvares	  med	  Nej.	  Nogle	  af	  eleverne	  giver	  op,	  mens	  andre	  gerne	  vil	  
diskutere,	  hvorfor	  den	  ene	  eller	  den	  anden	  svarmulighed	  ikke	  kan	  gælde.	  Dog	  er	  det	  svært	  for	  nogle	  af	  
eleverne	  at	  acceptere	  lærerens	  forklaring.	  Disse	  elever	  har	  svært	  ved	  at	  skelne	  mellem	  præmisser	  (hvis…)	  
og	  konklusion	  (så…),	  hvilket	  efterfølgende	  forklares	  af	  læreren.	  	  
Eleverne	  udsættes	  for	  en	  puslespilsopgave	  (Winsløw,	  2006),	  hvor	  de	  skal	  forstørre	  en	  given	  figur.	  Denne	  
opgave	  er	  let	  for	  eleverne,	  da	  vi	  tidligere	  har	  arbejdet	  med	  skalafaktor	  og	  ensvinklede	  trekanter.	  	  
En	  enkelt	  elev	  mener	  dog,	  at	  når	  man	  skal	  forstørre	  en	  side	  fra	  4cm	  til	  7cm	  skal	  det	  ske	  ved	  at	  lægge	  3cm	  til,	  
men	  en	  anden	  elev	  i	  grupper	  forklarer,	  at	  det	  kan	  man	  ikke,	  og	  bruger	  følgende	  argument:	  ”Man	  kan	  da	  
heller	  ikke	  lave	  et	  forstørret	  kort	  over	  Danmark	  ved	  at	  lægge	  3	  cm	  til”.	  
Vi	  slutter	  lektionen	  af	  med	  at	  gentage	  det	  tidligere	  gennemgåede	  om	  ensvinklede	  trekanter	  og	  skalafaktor.	  
I	  de	  efterfølgende	  lektioner	  arbejdes	  med	  trigonometriske	  ræsonnementer,	  der	  samler	  op	  på	  tidligere	  
gennemgået	  fagligt	  stof	  (ensvinklede	  og	  retvinklede	  trekanter),	  og	  som	  tilføjer	  nyt,	  som	  eleverne	  ikke	  har	  
mødt	  tidligere	  (vilkårlige	  trekanter).	  
	  
Som	  nævnt	  veksler	  undervisningen	  mellem	  didaktiske	  og	  adidaktiske	  situationer	  med	  en	  afsluttende	  
institutionalisering	  for	  hvert	  delemne.	  
	  
	   	  
69	  
	  
I	  en	  af	  lektionerne	  skulle	  eleverne	  arbejde	  med	  at	  bevise	  Pythagoras’	  læresætning	  ud	  fra	  en	  given	  figur	  (se	  
Figur	  27),	  som	  afviger	  fra	  den	  figur,	  de	  tidligere	  har	  set	  (Knipping,	  2008).	  	  
	  
FIGUR	  27	  FIGUR	  TIL	  BEVIS	  FOR	  PYTHAGORAS'	  SÆTNING	  
Egon	  nævner	  sætningen:	  𝑚𝑜𝑑𝑠𝑡å𝑒𝑛𝑑𝑒  𝑘𝑎𝑡𝑒𝑡𝑒! + ℎ𝑜𝑠𝑙𝑖𝑔𝑔𝑒𝑛𝑑𝑒  𝑘𝑎𝑡𝑒𝑡𝑒! = ℎ𝑦𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑢𝑠𝑒𝑛!	  
Som	  omskrives	  til	  𝑎! + 𝑏! = 𝑐!	  efter	  ønske	  fra	  en	  anden	  elev.	  
Eleverne	  bedes	  nu,	  i	  en	  adidaktisk	  situation,	  gennemføre	  beviset	  og	  huske,	  at	  de	  skal	  argumentere	  for,	  
hvorfor	  de	  må	  bruge	  de	  formler,	  de	  bruger.	  
	  
Egon	  og	  Anton	  er	  meget	  hurtigt	  færdige.	  På	  deres	  papir	  har	  de	  skrevet	  	  𝑎! + 𝑏! = 𝑐!                            𝑐 = 𝑎! + 𝑏!  	  
De	  mener,	  at	  de	  nu	  har	  de	  vist	  hvad	  c	  er,	  så	  er	  de	  færdige…	  
Læreren	  forklarer,	  at	  man	  ikke	  kan	  bruge	  den	  formel,	  man	  gerne	  vil	  vise	  gælder,	  til	  at	  vise	  det	  med,	  så	  de	  er	  
nødt	  til	  at	  prøve	  igen.	  
Andre	  elever	  er	  godt	  i	  gang	  med	  at	  udregne	  arealer	  af	  figuren.	  De	  fleste	  antager	  figuren	  for	  at	  være	  et	  
kvadrat.	  Læreren	  spørger	  om	  figuren	  opfylder	  definitionen	  for	  et	  kvadrat?	  Eleverne	  når	  sammen	  med	  
læreren	  frem	  til,	  at	  det	  er	  nødvendigt	  at	  argumentere	  for	  at	  vinklerne	  er	  rette.	  Nogle	  elever	  kan	  ræsonnere	  
sig	  frem	  til	  dette	  stort	  set	  uden	  hjælp,	  mens	  andre	  skal	  hjælpes	  godt	  på	  vej.	  De	  fleste	  grupper	  når	  frem	  til	  et	  
argument	  for	  dette.	  
Herefter	  arbejder	  eleverne	  videre	  med	  at	  opskrive	  arealet	  for	  figuren	  ved	  hjælp	  af	  trekanterne.	  Der	  opstår	  
hos	  nogle	  problemer	  med	  udtrykket,	  da	  de	  har	  antaget	  det	  lille	  kvadrat	  til	  at	  have	  sidelængden	  b.	  Læreren	  
spørger,	  hvor	  de	  kan	  se	  siden	  b,	  og	  de	  fleste	  af	  eleverne	  kan	  så	  godt	  se,	  at	  det	  ikke	  kan	  være	  siden	  i	  det	  lille	  
kvadrat.	  	  
Tekniske	  udfordringer	  med	  f.eks.	  at	  gange	  parenteser	  sammen	  eller	  opløfte	  en	  parentes	  i	  anden	  potens	  
blokerer	  nogle	  for	  at	  blive	  færdige	  med	  beviset.	  
Generelt	  ser	  vi	  under	  interventionen,	  at	  elevernes	  mangelfulde	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetence	  giver	  
store	  problemer	  med	  at	  løse	  opgaveren.	  Det	  tyder	  på,	  at	  det	  ikke	  alene	  er	  vanskeligheder	  med	  
ræsonnementskompetencen,	  der	  er	  i	  spil.	  Ved	  at	  hjælpe	  eleverne	  over	  nogle	  af	  snublestenene	  i	  forhold	  til	  
fx	  symbolmanipulation,	  kan	  man	  bedre	  vurdere	  elevernes	  ræsonnementskompetence.	  
	  
Undervejs	  i	  forløbet	  observerede	  vi,	  at	  nogle	  elever	  (6-­‐7	  stykker)	  havde	  meget	  svært	  ved	  at	  gennemføre	  
selv	  simple	  ræsonnementer,	  og	  at	  de	  manglede	  motivation	  til	  at	  gennemføre	  forløbet.	  Da	  det	  var	  muligt	  at	  
opdele	  eleverne	  i	  to	  hold	  med	  hver	  sin	  lærer,	  benyttede	  vi	  dette	  til	  at	  prioritere	  arbejdet	  med	  de	  elever,	  der	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havde	  færre	  vanskeligheder	  med	  beviser	  og	  ræsonnementer.	  Motivationen	  for	  disse	  elever	  øgedes	  af,	  at	  de	  
svagere	  elever	  ikke	  længere	  var	  til	  stede,	  dvs.	  klassens	  sociale	  og	  socio-­‐matematiske	  normer	  blev	  ændret.	  
Det	  er	  dog	  interessant	  at	  observere,	  at	  en	  af	  eleverne	  (Jacob),	  der	  ikke	  deltog	  i	  hele	  interventionen,	  klarede	  
sig	  markant	  bedre	  til	  Sluttest2	  ift.	  Detektionstest2.	  Dette	  kan	  tyde	  på,	  at	  det	  var	  den	  rigtige	  beslutning	  i	  
forhold	  til	  denne	  elevs	  motivation,	  at	  han	  blev	  fritaget	  for	  en	  intervention,	  han	  ikke	  kunne	  følge	  med	  i,	  og	  
fik	  lov	  til	  at	  arbejde	  på	  en	  måde,	  der	  passer	  til	  hans	  niveau	  (se	  afsnittet	  Klassernes	  udvikling).	  
	  
Klasserumsintervention	  3d	  
Klasserumsinterventionen	  i	  3d	  var	  struktureret	  som	  7	  lektioner	  a	  70-­‐90	  minutters	  varighed.	  
Emnet	  differentialligninger	  er	  obligatorisk	  i	  3.	  g	  matematikundervisningen.	  Klassen	  mangler	  at	  gennemgå	  
dette	  emne	  og	  af	  tidsmæssige	  hensyn	  vælger	  vi	  at	  inddrage	  emnet	  i	  projektet.	  
Emnet	  differentialligninger	  er	  meget	  komplekst	  i	  forhold	  til	  ræsonnementer	  og	  beviser	  pga.	  at	  den	  
forudsætter	  strukturel	  forståelse	  (Sfard,	  1991)	  af	  flere	  begreber	  vedr.	  funktioner	  som	  fx	  
definitionsmængde,	  værdimængde	  og	  graf,	  kontinuitet,	  differentiabilitet,	  integration,	  ubestemt	  integral.	  	  
I	  forbindelse	  med	  introduktion	  af	  differentialligningsbegrebet	  kan	  vi	  forudsige,	  at	  mangel	  på	  forståelse	  af	  de	  
nævnte	  matematiske	  begreber	  kan	  være	  en	  hindring	  for	  elevernes	  tilegnelse	  af	  den	  nye	  viden.	  
Interventionen	  er	  opbygget	  efter	  teorien	  om	  didaktiske	  situationer,	  og	  der	  veksles	  mellem	  didaktiske	  og	  
adidaktiske	  situationer	  afsluttet	  med	  institutionalisering	  af	  begreberne.	  
	  
Klasserumsinterventionen	  starter	  med	  et	  forløb	  om	  deduktive	  beviser,	  herunder	  direkte,	  indirekte	  beviser,	  
bevis	  ved	  modstrid	  eller	  kontraposition,	  eksistensbeviser,	  modeksempler,	  inddeling	  i	  tilfælde,	  etc.	  (Lützen	  &	  
Kiming,	  2008).	  
Formålet	  med	  klasseforløbet	  er,	  at	  eleverne	  bliver	  mere	  bevidste	  om	  forskellige	  bevistyper,	  deres	  
sværhedsgrad	  og	  forskellen	  mellem	  de	  tilgange,	  så	  de	  aktivt	  kan	  anvende	  dem	  i	  andre	  matematiske	  
sammenhænge.	  
Eleverne	  havde	  svært	  ved	  at	  udtrykke	  matematisk,	  hvad	  et	  lige	  tal	  er.	  De	  kunne	  godt	  forklare,	  at	  2	  går	  op	  i	  
tallet,	  men	  de	  kunne	  ikke	  opstille	  et	  generelt	  algebraisk	  udtryk	  for	  et	  lige	  tal.	  
Eva	  blev	  forvirret	  af,	  at	  ”p”	  kan	  både	  betegne	  et	  udsagn	  og	  et	  tal.	  
En	  del	  af	  eleverne	  var	  tilbøjelige	  til	  at	  anvende	  empiriske	  bevisskemaer	  på	  et	  lavt	  taksonomisk	  niveau,	  dvs.	  
ekstrapolations	  bevisskema	  (X).	  Flere	  elever	  bemærkede,	  at	  det	  ikke	  var	  nok	  med	  et	  enkelt	  eksempel	  på	  et	  
lige	  tal,	  men	  de	  finder	  et	  begrænset	  antal	  korrekte	  eksempler,	  som	  opfylder	  betingelsen	  uden	  at	  være	  i	  
stand	  til	  at	  generalisere,	  dvs.	  empirisk,	  ikke	  systematisk	  bevisskema	  ($).	  
Der	  var	  diskussioner	  i	  klassen	  om,	  hvorvidt	  nul	  er	  et	  naturligt	  tal.	  Eleverne	  var	  i	  tvivl	  om,	  hvilke	  tal	  der	  er	  
naturlige,	  hele,	  rationale	  hvilket	  tyder	  på,	  at	  deres	  talbegreb	  ikke	  er	  reificeret	  (Sfard,	  1991).Fx	  er	  Johanne’s	  
definition	  af	  rationale	  tal	  ufuldstændig,	  da	  hun	  accepterer	  de	  uforkortelige	  brøker	  som	  rationale	  tal,	  men	  
hun	  har	  ikke	  forståelse	  af,	  at	  de	  hele	  tal	  er	  inkluderet	  i	  de	  rationale	  tals	  mængde.	  
	  
I	  flere	  sammenhænge	  viser	  eleverne	  bekymring	  om,	  hvorvidt	  emnet	  er	  en	  del	  af	  pensum,	  om	  eksamenskrav	  
og	  en	  eventuel	  censors	  forventninger,	  frem	  for	  at	  stille	  relevante	  og	  faglige	  spørgsmål	  vedr.	  de	  logiske	  
sammenhænge,	  dvs.	  spørgsmål	  som	  kan	  udvikle	  en	  dybere	  forståelse	  af	  emnet.	  	  
	  
Der	  kan	  allerede	  ses	  et	  fremskridt	  i	  forbindelse	  med	  en	  opgave	  i	  slutningen	  af	  første	  lektion,	  hvor	  de	  fleste	  
elever	  finder	  det	  naturligt	  at	  dele	  beviset	  op	  i	  tilfælde	  og	  benytte	  de	  tidligere	  opnåede	  resultater.	  	  
Eleverne	  havde	  dog	  svært	  ved	  at	  bruge	  og	  forstå	  både	  alkvantor	  og	  eksistenskvantor.	  
	  
Der	  foretages	  en	  analyse	  af	  tre	  opgavesæt	  med	  opgaver,	  der	  dækker	  over	  flere	  matematiske	  emner,	  som	  
tester	  grundlæggende	  færdigheder.	  Formålet	  er,	  at	  eleverne	  skal	  diskutere,	  hvad	  en	  tilstrækkelig	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argumentation	  er,	  hvornår	  man	  er	  færdig	  med	  at	  bevise	  noget,	  hvornår	  to	  løsninger	  er	  forskellige,	  hvilken	  
løsning	  er	  mest	  matematisk	  elegant,	  hvilken	  tilgang	  man	  selv	  ville	  have	  valgt,	  etc.	  	  
I	  forlængelse	  af	  forløbet	  om	  bevistyper	  og	  argumentation	  har	  vi	  en	  formodning	  om,	  at	  flere	  elever	  vil	  
deltage	  aktivt	  og	  bidrage	  til	  diskussioner	  omkring	  definition,	  opstilling	  og	  løsning	  af	  differentialligninger.	  	  
Læreren	  introducerer	  emnet	  med	  to	  eksempler	  på	  fænomener	  som	  kan	  beskrives	  ved	  første	  ordens	  
differentialligninger.	  Eksemplerne	  drøftes	  i	  fællesskab	  og	  støttes	  gradvist	  med	  flere	  forklaringer	  og	  
spørgsmål,	  som	  kræver	  elevernes	  gæt	  argumenteret.	  	  
For	  at	  sikre	  bredden	  af	  elevernes	  deltagelse	  og	  for	  at	  fremme	  elevernes	  proces	  i	  udviklingen	  af	  en	  dybere	  
forståelse	  af	  vigtige	  begreber	  og	  analysemetoder,	  er	  lektionen	  sekvenseret	  til	  flere	  adidaktiske	  situationer,	  
hvor	  eleverne	  argumenterer	  for	  hinanden	  i	  par,	  lytter	  til	  og	  forsøger	  at	  finde	  mening	  i	  hinandens	  
forklaringer.	  	  Læreren	  intervenerer,	  når	  de	  faglige	  udfordringer	  overstiger	  elevernes	  potentiale.	  Elevernes	  
deltagelse	  varierer	  afhængigt	  af	  deres	  forståelsesniveau.	  De	  dygtigste	  elever	  opnår	  hurtigt	  den	  nødvendige	  
forståelse	  af	  begreberne,	  så	  de	  selv	  kan	  finde	  sammenhængen	  mellem	  det	  ubestemte	  integral	  og	  løsningen	  
til	  differentialligninger	  på	  formen	  𝑦! = ℎ(𝑥).	  	  
	  
Under	  dette	  forløb	  er	  der	  observeret,	  at	  eleverne	  godt	  kan	  være	  uenige	  med	  en	  klassekammerats	  forklaring	  
eller	  begrundelse,	  men	  at	  deres	  bidrag	  til	  diskussionerne	  kan	  svinge	  fra	  det	  dybt	  faglige	  til	  det	  mest	  
distraherende	  og	  usammenhængende.	  Fx	  er	  Eva	  i	  forbindelse	  med	  introduktionen	  af	  eksempel	  1	  (se	  bilag	  
5.7)	  mere	  optaget	  af	  skolens	  ordensregler,	  om	  at	  man	  ikke	  må	  drikke	  the	  i	  klasselokalerne,	  end	  den	  faglige	  
problemstilling.	  
Desuden	  bemærkes	  det,	  at	  det	  er	  vanskeligt	  for	  nogle	  elever	  at	  holde	  fokus	  på	  de	  nye	  problemstillinger.	  
Deres	  spørgsmål	  og	  tvivl	  omhandler	  andre	  begreber,	  som	  er	  grundlag	  for	  de	  nye.	  Det	  viser	  sig,	  at	  det	  ikke	  er	  
tilstrækkeligt	  at	  inddrage	  disse	  begreber	  implicit,	  at	  eleverne	  finder	  dem	  for	  komplekse	  og	  udviser	  interesse	  
og	  behov	  for	  en	  eksplicit	  gennemgang	  af	  disse.	  Dette	  gør,	  at	  den	  næste	  lektion	  er	  tænkt	  som	  et	  forløb,	  hvor	  
vi	  arbejder	  med	  de	  elementære	  begreber,	  som	  kan	  virke	  som	  snublesten	  i	  den	  større	  sammenhæng.	  	  
Der	  arbejdes	  med	  korte	  opgaver,	  hvor	  eleverne	  kunne	  anvende	  den	  inverse	  funktion	  for	  den	  naturlige	  
logaritme	  og	  regneregler	  for	  ækvivalente	  ligninger.	  Desuden	  skal	  de	  have	  kendskab	  til	  definitionsmængden	  
for	  den	  naturlige	  logaritme.	  Ligeledes	  arbejdes	  med	  en	  opgave	  omhandlende	  potensregler.	  Vi	  har	  en	  
formodning	  om,	  at	  den	  måde,	  opgaven	  er	  stillet	  på,	  vil	  tvinge	  eleverne	  til	  at	  ikke	  acceptere	  ligningen	  som	  
korrekt,	  før	  de	  selv	  har	  ræsonneret	  sig	  frem	  til,	  hvad	  der	  kunne	  være	  forkert.	  
Der	  arbejdes	  med	  progression	  i	  sværhedsgraden	  af	  opgaverne,	  og	  de	  udvalgte	  opgaver	  er	  delelementer,	  der	  
skal	  bruges	  i	  forbindelse	  med	  ræsonnementer,	  der	  indgår	  i	  beviset	  for	  sætningen	  om	  separation	  af	  de	  
variable.	  
Den	  didaktiske	  kontrakt	  mellem	  lærer	  og	  elever	  brydes	  flere	  gange	  i	  forløbet,	  fx	  da	  eleverne	  bedes	  løse	  
ligningen	     1.27! = −2	  
Igen	  har	  læreren	  en	  formodning	  om,	  at	  eleverne	  bliver	  tvunget	  til	  at	  ræsonnere.	  Nogle	  elever	  prøver	  at	  løse	  
ligningen	  vha.	  Maple,	  hvorefter	  de	  undrer	  sig	  over,	  hvorfor	  ligningen	  ingen	  løsning	  har.	  Det	  tyder	  på,	  at	  
tilliden	  til	  programmets	  facit	  er	  tilstrækkelig	  argumentation	  for	  nogle	  elever.	  CAS-­‐værktøjet	  opfattes	  af	  
eleverne	  som	  en	  autoritet	  og	  brugen	  af	  CAS	  i	  forbindelse	  med	  beviser	  bidrager	  yderligere	  til	  elevernes	  
autoritære	  bevisskemaer.	  Hos	  nogle	  elever	  er	  der	  tegn	  på	  et	  behov	  for	  at	  argumentere	  yderligere	  for	  at	  
ligningen	  ingen	  løsning	  har,	  enten	  ved	  grafisk	  repræsentation	  af	  den	  eksponentielle	  funktion	  eller	  vha.	  
kendskab	  til	  funktionens	  definitionsmængde.	  
I	  næste	  intervention	  arbejdes	  med	  løsning	  af	  første	  ordens	  differentialligninger	  uden	  først	  at	  gennemgå	  
beviset.	  Vi	  har	  en	  formodning	  om,	  at	  en	  instrumental/empirisk	  tilgang	  vil	  hjælpe	  eleverne	  til	  at	  forstå	  de	  
ræsonnementer,	  som	  indgår	  i	  de	  nødvendige	  algoritmer.	  Som	  tidligere	  nævnt	  er	  beviset	  meget	  kompleks	  og	  
kræver	  en	  dybere	  forståelse	  af	  flere	  andre	  begreber.	  
Forløbet	  viser	  sig	  at	  forberede	  eleverne	  hensigtsmæssigt,	  så	  de	  lettere	  kan	  forstå	  det	  komplekse	  bevis.	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Beviset	  for	  sætningen	  om	  separation	  af	  de	  variable	  inddeles	  i	  flere	  trin	  i	  Maple,	  så	  eleverne	  kun	  afslører	  
små	  dele	  af	  beviset,	  efter	  at	  de	  selv	  har	  forsøgt	  at	  ræsonnere	  og	  argumentere	  for	  disse	  dele	  af	  beviset.	  
Inddelingen	  af	  sektioner	  i	  Maple	  gør	  det	  muligt	  kun	  at	  synliggøre	  de	  spørgsmål,	  som	  eleverne	  skal	  svare	  på,	  
prøve	  at	  regne	  på	  papir	  eller	  drøfte	  med	  deres	  klassekammerater	  i	  små	  grupper.	  Beviset	  gennemgås	  i	  dialog	  
med	  klassen,	  hvor	  relevante	  spørgsmål	  stilles	  af	  læreren,	  og	  eleverne	  selv	  ræsonnerer,	  hvorefter	  de	  regner	  
og	  bruger	  Maple	  som	  kontrol	  for	  deres	  beregninger.	  
Intervention	  med	  udvalgte	  elever	  
Kristina	  
Sideløbende	  med	  klasserumsinterventionen	  arbejdes	  der	  med	  to	  elever	  Kristina	  og	  Jonathan	  fra	  1pq.	  
Arbejdet	  her	  er	  tilrettelagt	  med	  6	  sessioner	  a	  ca.	  30	  minutters14	  varighed	  samt	  to	  interviews	  a	  45	  minutters	  
varighed	  i	  forbindelse	  med	  Detektionstest2	  og	  Sluttest2.	  Jonathan	  deltog	  ikke	  i	  de	  sidste	  to	  sessioner	  og	  det	  
sidste	  interview,	  da	  hans	  motivation	  gradvist	  forsvandt,	  og	  han	  derfor	  ikke	  bidrog	  til	  samspillet	  i	  
interventionen.	  Derfor	  var	  vi	  nødt	  til	  at	  afbryde	  interventionen	  for	  ham.	  
Interventionen	  for	  enkelteleverne	  fokuserer	  på	  at	  udvide	  og	  aktivere	  deres	  ræsonnementskompetence	  
igennem	  forskellige	  opgaver,	  hvor	  de	  ledes	  til	  at	  gennemføre	  ræsonnementer	  mere	  selvstændigt.	  
I	  starten	  af	  interventionen	  opleves	  det	  som	  meget	  svært	  for	  eleverne	  at	  tænke	  i	  symboler	  og	  generelle	  
ræsonnementer,	  men	  gennem	  forløbet	  bliver	  især	  Kristina	  mere	  tryg	  ved	  arbejdet	  med	  generelle	  symboler,	  
og	  hun	  kan	  godt	  selvstændigt	  gennemføre	  enkle	  ræsonnementer/bevisdele.	  
	  
I	  starten	  af	  interventionen	  arbejdede	  vi	  med	  egenskaberne	  for	  lige	  og	  ulige	  tal.	  
Eleverne	  blev	  bedt	  om	  at	  finde	  frem	  til	  formler	  for	  lige	  og	  ulige	  tal	  (session	  1).	  De	  bedes	  svare	  på,	  om	  det	  er	  
korrekt	  at	  summen	  af	  to	  lige	  tal	  igen	  er	  et	  lige	  tal	  og	  hvad	  den	  tilsvarende	  regel	  er	  for	  to	  ulige	  tals	  sum	  samt	  
for	  lige	  og	  ulige	  tals	  sum.	  
Følgende	  dialog	  finder	  sted:	  
	  
K:	  Hvis	  man	  lægger	  to	  lige	  tal	  sammen	  bliver	  det	  et	  lige	  tal	  og	  hvis	  man	  lægger	  to	  ulige	  tal	  sammen	  bliver	  
det	  også	  et	  lige	  tal.	  Summen	  af	  et	  lige	  tal	  og	  et	  ulige	  tal	  giver	  et	  ulige	  tal.	  
…	  
L:	  Bevis	  for	  de	  regler	  I	  lige	  har	  fundet?	  
K	  Skriver:	  2m+2n	  men	  ved	  ikke	  hvordan	  hun	  skal	  komme	  videre.	  
L	  Hjælper	  med	  at	  sætte	  uden	  for	  parentes,	  da	  det	  ikke	  er	  noget,	  eleverne	  har	  arbejdet	  meget	  med.	  Der	  står	  
nu	  2m+2n=2(m+n)	  på	  papiret.	  
J	  Kan	  svare	  på,	  at	  m+n	  igen	  er	  et	  helt	  tal.	  	  
Så	  vi	  kan	  skrive	  2m+2n=2k	  
K:	  Så	  er	  det	  et	  lige	  tal,	  fordi	  det	  er	  hvilket	  som	  helst	  tal.	  
	  
Kristina	  har	  svært	  ved	  at	  opskrive	  en	  formel	  for	  lige	  og	  ulige	  tal	  og	  kan	  ikke	  selv	  gå	  i	  gang	  med	  beviset,	  men	  
hun	  kan	  godt	  generalisere,	  da	  hun	  forstår	  betydningen	  af,	  at	  vi	  valgte	  vilkårlige	  tal	  fra	  starten.	  	  
Lignende	  situationer	  forekommer	  ved	  samme	  bevis	  for	  summen	  af	  to	  ulige	  tal,	  hvor	  eleverne	  tøver	  i	  forhold	  
til	  at	  gå	  i	  gang	  og	  regne	  videre.	  
Det	  observeres	  til	  denne	  session,	  at	  Kristina	  er	  bedre	  til	  at	  ræsonnere	  og	  tænker	  længere	  tid	  inden	  hun	  
svarer.	  Hun	  har	  nogle	  gode	  pointer.	  Jonathan	  er	  enten	  opgivende	  eller	  hurtig	  på	  aftrækkeren.	  Han	  viser	  dog	  
indimellem,	  at	  han	  godt	  kan	  nå	  frem	  til	  noget	  rigtigt.	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
14	  Beslutningen	  om	  sessionslængden	  på	  30	  minutter	  er	  baseret	  på	  vores	  erfaringer	  med	  elevernes	  koncentrationsevne,	  
mens	  antallet	  af	  sessioner	  er	  tilpasset	  den	  enkelte	  elev	  afhængigt	  af	  deres	  mulighed	  for	  deltagelse	  i	  interventionen.	  Vi	  
har	  dog	  haft	  overvejelser	  om	  cirka	  antal	  sessioner	  inden	  for	  den	  givne	  tidsramme	  for	  projektet.	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Gennem	  de	  følgende	  interventionssessioner	  bliver	  især	  Kristina	  bedre	  til	  at	  gå	  i	  gang	  med	  de	  beviser,	  hun	  
udsættes	  for.	  	  
	  
Et	  eksempel	  på,	  at	  Kristina	  dog	  stadig	  gerne	  vil	  arbejde	  med	  empirisk	  bevisskema	  fra	  session	  4.	  
	  
L:	  opskriver	  cosinusrelationen:	  𝑎! = 𝑏! + 𝑐! − 2𝑏𝑐 ∙ 𝑐𝑜𝑠  (𝐴)	  (bevis	  for	  cosinusrelationen	  i	  spidsvinklet	  
trekant	  er	  gennemført	  i	  klassen	  i	  en	  time	  tidligere	  på	  ugen).	  
	  
	  
K:	  Indtegner	  højden	  fra	  C	  korrekt	  så	  den	  falder	  uden	  for	  trekanten	  
(se	  Figur	  28).	  
L:	  Kan	  vi	  sætte	  betegnelser	  på	  i	  trekanten?	  
K:	  Vi	  mangler	  nogle	  mål.	  
L:	  Vi	  har	  ingen	  mål,	  vi	  plejer	  kun	  at	  bruge	  bogstaver	  når	  Vi	  laver	  
beviser.	  	  
	  	  	  	  Kan	  vi	  sætte	  bogstaver	  på?	  
K:	  Sætter	  𝑎, 𝑏, 𝑐  på	  siderne.	  
	  
Herefter	  gennemføres	  beviset.	  
	  
Kristinas	  udvikling	  hen	  mod	  en	  mere	  aktiv	  ræsonnementskompetence	  samt	  anvendelse	  af	  deduktive	  
bevisskemaer	  ses	  tydeligt	  i	  følgende	  dialog	  fra	  session	  5,	  hvor	  der	  arbejdes	  med	  opgaven	  	  
	  
Nabotal.	  (Bell,	  1976)	  
3,	  	  	  	  	  6,	  	  	  	  	  9,	  	  	  	  	  12,	  	  	  	  	  15,	  	  	  	  	  18,	  	  	  	  	  21,	  	  	  	  24,	  	  	  	  	  27,	  	  	  	  	  	  30	  
Skriv	  et	  vilkårligt	  tal	  mellem	  1	  og	  15.	  Skriv	  det	  næste	  tal	  ned	  og	  læg	  det	  til	  det	  første.	  Du	  har	  nu	  tre	  tal.	  	  
Gurli	  siger,	  at	  et	  og	  kun	  et	  af	  disse	  tre	  tal	  er	  at	  finde	  i	  listen	  ovenover.	  
1. Har	  Gurli	  ret?	  
2. Vil	  hun	  altid	  have	  ret?	  
3. Forklar	  hvorfor.	  
K:	  Det	  gælder	  nok	  altid	  at	  ét	  af	  de	  tre	  tal	  er	  et	  tal	  i	  tretabellen.	  
K:	  Det	  er	  nok	  noget	  med	  lige	  og	  ulige	  tal.	  
L:	  Beder	  om,	  at	  hun	  prøver	  at	  vise,	  at	  det	  gælder	  altid.	  
K:	  Det	  kan	  jeg	  da	  ikke	  svare	  på…	  
L:	  Kan	  man	  tjekke,	  om	  det	  passer?	  
K:	  Man	  kan	  sikkert	  lave	  en	  eller	  anden	  formel	  for	  det.	  
…	  
K:	  Alle	  tal	  ganget	  med	  2	  er	  et	  lige	  tal;	  skriver	  2m	  
K:	  Et	  ulige	  tal	  kunne	  skrives	  2m-­‐1	  
…	  
K:	  De	  to	  tal	  plusset	  hinanden,	  men	  jeg	  kan	  ikke	  se,	  at	  det	  giver	  et	  tal	  i	  tretabellen.	  
K:	  Et	  tal	  i	  tretabellen,	  skal	  gå	  op	  i	  tre	  
L:	  Tre	  skal	  gå	  op	  i	  tallet.	  Kan	  man	  skrive	  det	  som	  en	  formel?	  
K:	  Ved	  det	  ikke.	  
L:	  Kan	  man	  starte	  med	  et	  ulige	  tal?	  
K:	  Skriver	  (m*2-­‐1)+(m*2-­‐1+1)=	  	  	  	  	  	  	  	  hvordan	  skal	  jeg	  skrive	  det?	  N?	  
…	  
FIGUR	  28	  BEVIS	  FOR	  COSINUSRELATION	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K:	  Man	  kan	  ophæve	  parenteserne.	  Skriver	  2m-­‐1+2m-­‐1+1=4m-­‐1	  
L:	  Vi	  har	  tre	  tal:	  2m-­‐1,	  2m	  og	  4m-­‐1.	  Påstanden	  er,	  at	  et	  og	  kun	  et	  af	  disse	  tal	  er	  med	  i	  tretabellen.	  
L:	  Det	  ulige	  tal,	  vi	  startede	  med	  –	  hvad	  kan	  der	  gælde	  om	  det	  i	  forhold	  til	  tretabellen?	  
K:	  Altså	  5?	  Om	  det	  går	  op?	   	  
L:	  Er	  det	  en	  del	  af	  tretabellen?	  
K:	  Nej	  
L:	  Så	  der	  er	  to	  tilfælde:	  enten	  er	  det	  ulige	  tal	  med,	  eller	  også	  er	  det	  ikke	  med	  i	  tretabellen.	  
L:	  Se	  på	  det	  generelle	  tilfælde.	  Det	  ulige	  tal,	  vi	  starter	  med,	  kan	  være	  med	  i	  tretabellen,	  eller	  det	  kan	  ikke	  
være	  med	  i	  tretabellen.	  
K:	  (virker	  ikke	  overbevist).	  Det	  ved	  jeg	  ikke,	  hvordan	  man	  gør.	  
L:	  …	  De	  lige	  tal	  –	  hvad	  svarer	  de	  til?	  
K:	  2*m	  
L:	  Hvordan	  kan	  man	  få	  tretabellen?	  
K:	  3*m	  
L:	  Kan	  vi	  bruge	  det	  i	  forhold	  til	  de	  tal,	  vi	  har?	  	  Der	  var	  to	  muligheder	  –	  det	  ulige	  tal	  er	  enten	  med	  eller	  ikke	  
med	  i	  tretabellen.	  Så	  vi	  kan	  vælge	  det	  ene	  tilfælde.	  
K:	  Skriver:	  2m-­‐1	  er	  ikke	  med	  i	  tretabellen.	  
L:	  Hvad	  gælder	  om	  der	  lige	  tal?	  Kan	  det	  være	  med	  i	  tretabellen	  eller	  ikke	  være	  med	  i	  tretabellen?	  
K:	  Begge	  dele.	  
L:	  Så	  kan	  vi	  igen	  vælge.	  
K:	  Skriver	  2m	  er	  med	  i	  tretabellen.	  Skal	  jeg	  så	  skrive	  at	  4m-­‐1	  ikke	  er	  med?	  
L:	  Det	  skal	  du	  vise,	  at	  det	  gælder,	  når	  2m-­‐1	  ikke	  er	  med	  og	  2m	  er	  med.	  
K:	  Men	  der	  står	  jo	  minus	  1.	  
L:	  Kan	  man	  skrive,	  at	  2m=3n,	  for	  det	  lige	  tal	  er	  med	  i	  tretabellen?	  
K:	  Ja	  .Skriver	  2m=3n,	  og	  skriver	  derefter	  2m-­‐1=3m-­‐1.	  (lægger	  de	  to	  nye	  tal	  sammen	  og	  får	  6m-­‐1)	  	  
L:	  Er	  det	  tal	  med	  i	  tretabellen.	  
K:	  Nej,	  det	  er	  ikke	  med.	  
	  
Læreren	  devoluerer	  og	  modificerer	  miljøet	  undervejs,	  hvilket	  gør,	  at	  Kristina	  hjælpes	  gennem	  beviset.	  
Når	  Kristina	  har	  fanget	  ideen,	  kan	  hun	  sagtens	  selvstændigt	  gennemføre	  denne	  type	  ræsonnementer,	  hvor	  
hun	  overfører	  det,	  hun	  tidligere	  har	  lært,	  og	  bruger	  det	  korrekt.	  Hun	  kan	  ligeledes	  konkludere	  på	  resultatet	  
af	  udledningen.	  	  
L:	  Hvad	  med	  et	  ulige	  tal,	  der	  ikke	  er	  med,	  og	  et	  lige	  tal,	  der	  ikke	  er	  med?	  
K:	  Skriver:	  2m-­‐1	  	  og	  2m	  
L:	  Begge	  tal	  skal	  skrives	  som	  noget,	  der	  ikke	  er	  med	  i	  tretabellen?	  	  Hvad	  ville	  det	  næste	  tal	  igen	  være?	  
K:	  2m+1	  
L:	  Vil	  det	  være	  med	  i	  tretabellen?	  
K:	  Ja,	  for	  tre	  tal	  der	  kommer	  efter	  hinanden…	  hver	  tredje	  tal	  er	  med	  i	  tretabellen	  
K:	  Skriver	  2m+1=3n	  
K:	  2m-­‐1=3n-­‐2;	  2m=3n-­‐1,	  summen:	  så	  vil	  jeg	  få	  3n	  –	  nej	  det	  vil	  jeg	  ikke	  –	  jeg	  får:	  3n-­‐2+3n-­‐1=6n-­‐3	  
L:	  Kan	  det	  skrives	  på	  former	  3*”et	  tal”?	  
K:	  Ja	  
L:	  Hvad	  har	  vi	  vist?	  
K:	  (Opsummerer)	  For	  et	  ulige	  tal	  og	  et	  lige	  tal,	  der	  følger	  efter,	  der	  begge	  ikke	  er	  med,	  der	  vil	  summen	  af	  
dem	  være	  med	  i	  tretabellen	  
	  
Til	  sidste	  session	  giver	  vi	  Kristina	  en	  opgave,	  hvor	  hun	  skal	  vurdere	  forskellige	  typer	  beviser/ræsonnementer	  
(se	  bilag	  5.8	  opgaven	  Tre	  på	  hinanden	  følgende	  tal))	  for	  at	  se,	  hvilken	  type	  bevisskema	  hun	  foretrækker.	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Opgaven	  er	  at	  angive,	  hvilket	  af	  de	  fire	  bevistyper	  hun	  selv	  ville	  vælge	  at	  lave,	  og	  hvilken	  hun	  mener,	  
læreren	  vil	  give	  den	  bedste	  karakter.	  	  
	  
K:	  Læser	  de	  fire	  beviser	  igennem.	  Synes	  Kate’s	  svar	  er	  mærkeligt	  -­‐	  det	  giver	  ingen	  mening,	  der	  er	  ingen	  
formel.	  Det	  er	  ikke	  bevist.	  
K:	  (Kommentar	  til	  Maria’s	  svar)	  Man	  da	  ikke	  bare	  kan	  slette	  x’erne,	  da	  det	  er	  vilkårlige	  tal.	  
K:	  Leon	  har	  bare	  sat	  tal	  ind,	  men	  det	  er	  jo	  ikke	  for	  alle	  tal.	  Han	  beviser	  det	  bare	  med	  tal.	  
K:	  (Nina’s	  svar)	  Jeg	  tror,	  det	  er	  den,	  der	  er	  mest	  sand.	  
L:	  Hvordan	  ville	  du	  selv	  have	  vist,	  at	  påstanden	  gælder?	  
K:	  Noget	  i	  stil	  med	  Nina’s	  men	  uden	  ordene	  multiplum	  og	  sådan	  noget.	  	  
	  
Vi	  snakker	  om	  Ninas	  bevis	  og	  om	  hvordan	  man	  kan	  konkludere	  at	  6	  går	  op	  i	  summen.	  	  
	  
L:	  Ville	  du	  selv	  gå	  i	  gang	  med	  det	  her	  bevis?(Nina’s)	  
K:	  Nej	  –	  Leons	  
L:	  Er	  det	  Ninas,	  du	  synes	  er	  mest	  rigtigt?	  
K:	  Ja	  
L:	  Hvad	  med	  Marias	  bevis	  –	  hvad	  er	  der	  galt	  med	  det?	  
K:	  Der	  er	  ikke	  de	  der	  potenser	  med.	  	  
L:	  Hvad	  betyder	  det?	  
K:	  x^3=x*x*x	  
L:	  x^3	  er	  det	  det	  samme	  som	  x^2?	  
K:	  Nej	  
L:	  Hvis	  der	  havde	  stået	  1*x+1*x+2*x+2*x,	  kunne	  jeg	  så	  godt	  slette	  x’erne?	  
K:	  Nej,	  du	  kunne	  samle	  dem	  så	  står	  der	  6x	  
L:	  Går	  6	  op?	  
K:	  Ja	  
L:	  Hvorfor	  kan	  man	  ikke	  bare	  gøre	  det	  samme	  med	  x^3+x^2+2x^2+2x	  
K:	  Det	  er	  forskellige	  ting	  –	  man	  kan	  ikke	  lægge	  dem	  sammen.	  
	  
Det	  er	  her	  tydeligt	  at	  Kristina	  godt	  er	  klar	  over,	  hvilken	  bevisform	  der	  er	  mest	  korrekt	  eller	  generel,	  men	  at	  
hun	  alligevel	  godt	  vil	  indrømme,	  at	  hun	  selv	  har	  en	  anden	  tilgang,	  da	  hun	  angiver	  det	  empiriske	  bevisskema	  
som	  det	  bevis,	  hun	  selv	  ville	  gennemføre.	  Hun	  kan	  dog	  godt	  se,	  når	  et	  bevis	  ikke	  er	  tilstrækkeligt	  eller	  
behæftet	  med	  fejl.	  
	  
	  
Hargon	  
Ud	  over	  klasserumsinterventionen	  i	  3d,	  har	  Hargon	  haft	  4	  individuelle	  sessioner	  af	  ca.	  30	  minutters	  
varighed,	  samt	  der	  er	  gennemført	  to	  interviews	  a	  hver	  45	  minutters	  varighed	  i	  forbindelse	  med	  
Detektionstest2	  og	  Sluttest2.	  
I	  første	  session	  gennemgås	  beviset	  for	  at	   2  er	  et	  irrationalt	  tal,	  hvor	  Hargon	  arbejder	  med	  
modstridsbeviser.	  Interventionen	  er	  en	  didaktisk	  situation	  med	  få,	  korte	  bidrag	  til	  dialogen	  fra	  Hargon.	  
Han	  kan	  godt	  opstille	  et	  udtryk	  for	  et	  rationalt	  tal	  og	  kan	  omskrive	  ligninger	  og	  forholde	  sig	  til	  de	  sekvenser	  
af	  udsagn,	  der	  optræder	  i	  disse	  omskrivninger,	  men	  han	  kan	  ikke	  selvstændigt	  gå	  i	  gang	  med	  beviset	  eller	  
gennemføre	  det.	  
I	  den	  anden	  session	  havde	  vi	  fokus	  på	  vurdering	  af	  argumenter,	  hvor	  Hargon	  skulle	  udvælge	  de	  
betydningsfulde	  dele	  i	  et	  bevis.	  I	  starten	  af	  interventionen	  var	  han	  meget	  usystematisk	  og	  ustruktureret	  i	  sit	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udvalg	  af	  vigtige	  argumenter.	  Desuden	  var	  han	  ikke	  i	  stand	  til	  at	  forklare,	  hvordan	  han	  har	  valgt	  dem.	  Efter	  
flere	  øvelser	  med	  fokus	  på	  argumentation,	  er	  Hargon	  blevet	  mere	  bevidst	  om	  sammenhængen	  mellem	  
præmisser	  og	  konklusion.	  
Tredje	  session	  er	  inspireret	  af	  Healy	  &	  Hoyles’	  (Healy	  &	  Hoyles,	  2000)	  opgave	  om	  bevistyper	  (se	  bilag	  5.9).	  
Hargon	  observeres	  i	  forhold	  til,	  hvilket	  bevisskema	  han	  foretrækker,	  men	  også	  hvordan	  han	  argumenterer	  
for	  bevisernes	  gyldighed.	  Opgaven	  består	  af	  fire	  forskellige	  ’elevers’	  (Sara,	  Niels,	  Sophie	  og	  Anders)	  svar	  på,	  
hvordan	  man	  kan	  tegne	  en	  graf	  for	  funktionen	  𝑔 𝑥 = 𝑥 − 3 !.	  Sara	  fejler	  i	  sit	  svar	  pga.	  hun	  overser	  at	  𝑉𝑚 𝑓 = 0;∞ .	  Dermed	  er	  grafen	  en	  ret	  linje	  i	  stedet	  for	  stykkevis	  lineær.	  Niels	  anvender	  et	  empirisk	  
ekstrapolations	  bevisskema	  (Bell,	  1976).	  Anders’	  svar	  er	  konsistent,	  men	  kan	  opfattes	  som	  forkert,	  idet	  det	  
er	  skrevet	  med	  tekst	  (narrativt	  bevisskema)	  (Healy	  &	  Hoyles,	  2000).	  Sophies	  svar	  er	  et	  sofistikeret,	  
matematisk	  elegant,	  deduktivt	  (Ecomp)	  bevisskema.	  
	  
Det	  er	  overraskende,	  at	  Hargon	  i	  første	  omgang	  betragter	  Sara’s	  svar	  som	  konsistent	  og	  at	  han	  først	  
opdager	  fejlen,	  når	  han	  betragter	  de	  andres	  grafiske	  repræsentationer.	  Hargon	  kan	  godt	  genkende,	  at	  Niels’	  
bevis	  (empirisk)	  er	  utilstrækkeligt	  pga.	  det	  begrænsede	  antal	  punkter,	  der	  er	  afsat	  i	  koordinatsystemet.	  I	  
forbindelse	  med	  vurderingen	  af	  Anders’	  bevis,	  kan	  Hargon	  ikke	  sammenkoble	  forklaringen	  (narrativ)	  med	  
grafen	  og	  opfatter	  den	  stiplede	  linje	  som	  en	  fejl.	  	  
I	  den	  sidste	  session	  skulle	  Hargon	  bevise	  at,	  hvis	  p	  og	  q	  er	  ulige	  tal	  så	  gælder	  der,	  at	  (𝑝 + 𝑞) ∙ 𝑝 − 𝑞 	  altid	  
er	  et	  multiplum	  af	  4.	  	  
Hargons	  tilgang	  er	  deduktiv,	  men	  han	  har	  svært	  ved	  algebraisk	  at	  udtrykke	  et	  ulige	  tal.	  
L:	  Hvad	  betyder,	  at	  et	  tal	  er	  ulige?	  
M:	  Det	  betyder,	  at	  den	  ikke	  er	  lige.	  
L:	  Hvordan	  vil	  du	  skrive	  det?	  
M:	  𝑝 ≠ 2 ∙ 𝑛	  
L:	  Det	  er	  korrekt.	  Hvordan	  skriver	  du	  det	  tal,	  der	  kommer	  efter	  
	  2 ∙ 𝑛?	  
M:	  2 ∙ 𝑛 + 1.	  	  
L:	  Hvis	  2 ∙ 𝑛	  er	  lige,	  hvordan	  er	  2 ∙ 𝑛 + 1?	  	  
M:	  Nå,	  ja.	  Den	  er	  ulige.	  Så	  jeg	  kan	  skrive	  𝑝 = 2 ∙ 𝑛 + 1.	  	  
L:	  Godt.	  
M:	  Så	  er	  q	  også	  ulige.	  (Hargon	  skriver	  𝑞 = 2 ∙ 𝑛 + 1)	  
L:	  Hvis	  𝑝 = 2 ∙ 𝑛 + 1,	  kan	  𝑞	  også	  være	  2 ∙ 𝑛 + 1?	  
M:	  Nå,	  nej.	  Så	  skriver	  jeg	  bare	  𝑞 = 2 ∙ 𝑏 + 1	  (se	  Figur	  29)	  
	  
Hargon	  har	  uden	  tvivl	  forstået,	  hvordan	  man	  skriver	  et	  ulige	  tal,	  og	  hvorfor	  han	  ikke	  må	  bruge	  n	  igen,	  når	  
han	  skal	  skrive	  et	  nyt	  ulige	  tal,	  men	  lærerens	  detaljerede	  anvisning	  tyder	  på,	  at	  Hargon	  ikke	  selv	  ville	  kunne	  
komme	  i	  gang	  med	  beviset	  på	  grund	  af	  vanskeligheder	  omkring	  ulige	  tal.	  
Derefter	  tager	  han	  selv	  initiativ	  til	  at	  beregne	  produktet	  af	  summen	  og	  differensen	  af	  de	  to	  tal	  (se	  Figur	  30)	  
og	  sætter	  4	  uden	  for	  parentes	  som	  en	  fælles	  faktor.	  	  
Hargon	  er	  meget	  sikker,	  når	  han	  argumenterer	  for,	  at	  produktet	  er	  et	  multiplum	  af	  4.	  
	  
	  
	  
FIGUR	  29	  HARGONS	  BESVARELSE	  TIL	  
BEVISET	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FIGUR	  30	  SELVSTÆNDIG	  UDREGNING	  AF	  PRODUKTET	  
	  
	  
	  
Hargon	  skal	  desuden	  også	  besvare	  opgaven	  Nabotal	  (Bell,	  1976)	  (se	  bilag	  5.8)	  ligesom	  Kristina.	  Her	  er	  
Hargons	  bevis,	  på	  trods	  af	  hans	  deduktive	  tilgang,	  på	  et	  lavere	  niveau	  end	  Kristinas.	  Han	  analyserer	  nogle	  af	  
tilfældene	  og	  generaliserer,	  men	  mangler	  væsentlige	  elementer.	  Hans	  tilgang	  til	  besvarelsen	  er	  forskellig	  fra	  
Kristinas,	  med	  en	  bedre	  klasseinddeling	  i	  starten	  af	  argumentationen,	  men	  han	  fejler	  pga.	  manglende	  
delmængder.	  
Han	  betragter	  to	  konsekutive	  tal	  og	  betegner	  dem	  med	  a	  og	  a+1.	  Hargon	  kan	  repræsentere	  tallene	  som	  et	  
multiplum	  af	  3	  og	  analyserer	  situationen	  ved	  at	  omskrive	  algebraiske	  identiteter	  for	  de	  betragtede	  tal.	  
	  
	  
	  
FIGUR	  31	  EKSEMPEL	  PÅ	  HARGONS	  TILGANG	  TIL	  OPGAVEN	  NABOTAL	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 Evaluering	  af	  forløbet	  2.5
	  
Interventionsforløbet	  afsluttes	  med	  en	  skriftlig	  test	  af	  klasserne	  (se	  bilag	  5.10)	  der	  delvist	  indeholder	  
spørgsmål,	  som	  tester	  tilsvarende	  kompetencer	  som	  Detektionstest2,	  for	  at	  kunne	  identificere	  klassernes	  
udvikling,	  med	  særligt	  fokus	  på	  de	  udvalgte	  elevers	  udvikling.	  
De	  resterende	  spørgsmål	  tester	  specifikke	  matematiske	  kundskaber,	  som	  vi	  har	  arbejdet	  med	  under	  
forløbet.	  Testen	  indeholder	  21	  spørgsmål,	  som	  analyseres	  med	  henblik	  på	  formål,	  sværhedsgrad	  og	  
formodning	  om	  svar	  i	  næste	  afsnit.	  
	  
Diskussion	  af	  Sluttest2	  
I	  Sluttest2	  har	  vi	  valgt	  at	  bibeholde	  spørgsmål	  1	  fra	  Detektionstest2	  for	  at	  teste	  elevernes	  ræsonnement	  i	  
forbindelse	  med	  klasseinklusion.	  	  
I	  forbindelse	  med	  spørgsmål	  2	  og	  3	  	  i	  Detektionstest2	  har	  de	  fleste	  elever	  enten	  ikke	  argumenteret	  for	  
påstanden,	  eller	  de	  har	  benyttet	  empiriske	  bevisskemaer	  på	  et	  lavt	  taksonomisk	  niveau	  .	  	  Der	  er	  ikke	  noget	  
der	  tyder	  på,	  at	  eleverne	  har	  vanskeligheder	  med	  at	  acceptere	  påstandenes	  gyldighed.	  Derfor	  finder	  vi	  det	  
relevant	  at	  gentage	  disse	  spørgsmål	  med	  en	  ændring,	  der	  forøger	  spørgsmålenes	  sværhedsgrad	  lidt	  mht.	  
manipulationer	  af	  algebraiske	  udtryk.	  Disse	  spørgsmål	  har	  samme	  nummerering	  i	  Sluttest2.	  
Spørgsmål	  4	  (6)15	  er	  et	  komplekst	  udsagn.	  Eleverne	  skal	  kunne	  evaluere	  en	  negativ	  universalpåstand	  i	  to	  
forskellige	  sammenhænge,	  hvor	  den	  ene	  følger	  af	  den	  anden.	  Eleverne	  skal	  kunne	  forstå,	  at	  de	  bliver	  bedt	  
om	  at	  vurdere	  om	   𝑥! + 𝑦! = 𝑥 + 𝑦 !	  aldrig	  gælder,	  men	  de	  skal	  også	  kunne	  forholde	  sig	  til,	  om	  
præmissen	  (𝑥! + 𝑦! = 𝑥 + 𝑦 !  aldrig	  gælder)	  er	  sand.	  
I	  spørgsmål	  5	  (7)	  skal	  eleverne	  kunne	  vurdere,	  hvilken	  argumentation	  der	  er	  korrekt	  og	  holdbar	  matematisk	  
set.	  	  
I	  spørgsmål	  6(5)	  forventes	  det,	  at	  eleverne	  godt	  kan	  evaluere	  den	  konkluderende	  påstand	  ”2=1”.	  	  De	  skal	  
desuden	  forstå	  sammenhængen	  mellem	  den	  falske	  konklusion	  og	  bevisets	  korrekthed.	  Eleverne	  skal	  være	  
fortrolige	  med	  manipulation	  af	  algebraiske	  udtryk	  og	  operationer	  med	  ligninger.	  Det	  forventes	  af	  flere	  
elever	  vil	  forsøge	  at	  substituere	  variablerne	  a	  og	  b	  med	  konkrete	  enkelte	  tal	  for	  at	  illustrere	  fejlene	  i	  
beviset.	  
Spørgsmål	  7	  (9)	  tester,	  om	  eleverne	  kan	  vurdere,	  om	  påstanden	  er	  korrekt	  ved	  at	  betragte	  de	  tre	  typer	  
rette	  linjer,	  som	  opfylder	  kravet	  om	  at	  gå	  igennem	  (0;5).	  	  Vi	  har	  en	  formodning	  om,	  at	  få	  elever	  vil	  
foretrække	  en	  deduktiv	  tilgang,	  mens	  de	  fleste	  elever	  vil	  bruge	  et	  empirisk	  bevisskema.	  
	  
Spørgsmål	  8	  tester,	  om	  eleverne	  kan	  vurdere,	  hvilken	  betydning	  en	  tilvækst	  på	  25%	  har	  for	  beløbet,	  hvis	  
man	  kender	  start	  eller	  slutværdien.	  Eleverne	  skal	  ræsonnere	  over,	  at	  ”med	  moms”	  og	  ”uden	  moms”	  ikke	  
skal	  afkodes	  som	  addition	  og	  subtraktion	  og	  dermed,	  at	  det	  ikke	  er	  at	  subtrahere	  25	  fra	  100	  for	  at	  beregne	  
prisen	  uden	  moms.	  
	  
I	  spørgsmål	  9	  (8	  eller	  10)	  skal	  eleverne	  i	  deres	  vurdering	  indse,	  at	  det	  drejer	  sig	  om	  to	  forskellige	  
populationer.	  Dermed	  kan	  de	  statistiske	  resultater	  vedr.	  den	  ene	  population	  ikke	  overføres	  til	  den	  anden.	  
	  
Spørgsmål	  10	  (12)	  forventes	  at	  virke	  lettere	  for	  1pq	  i	  forhold	  til	  3.d,	  da	  eleverne	  i	  1pq	  har	  ingen	  eller	  en	  
begrænset	  forståelse	  af	  andengradspolynomier.	  Dette	  vil	  gøre,	  at	  deres	  fokus	  vil	  være	  på	  spørgsmålets	  
indehold	  og	  ikke	  på	  andengradspolynomiers	  karakteristika.	  
	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
15	  Tallene	  i	  parentes	  angiver	  i	  dette	  afsnit	  de	  tilsvarende	  spørgsmål	  i	  detektionstesten	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Spørgsmål	  11	  og	  12	  (13	  og	  14)	  omhandler	  klasselogik.	  Eleverne	  skal	  kunne	  vurdere,	  hvilken	  klasse	  der	  er	  
mest	  generel,	  dvs.	  om	  mængden	  af	  rektangler	  er	  en	  delmængde	  af	  mængden	  af	  firkanter	  og	  ikke	  omvendt.	  
	  
I	  spørgsmål	  13	  (15)	  er	  konklusionen	  en	  sammensætning	  af	  to	  påstande,	  hvor	  den	  første	  er	  sand,	  og	  den	  
anden	  er	  falsk.	  Man	  skal	  kunne	  forholde	  sig	  til	  alle	  oplysninger	  i	  opgaven	  og	  ikke	  konkludere	  på	  baggrund	  af	  
den	  første	  påstand.	  	  
Både	  i	  spørgsmål	  13(15)	  og	  14(16)	  vælges	  der	  at	  tilføje	  en	  geometrisk	  repræsentation	  for	  at	  ikke	  flytte	  
spørgsmålets	  fokus	  til	  geometriske	  konstruktioner.	  I	  spørgsmål	  13	  er	  der	  tegnet	  både	  den	  store	  og	  den	  lille	  
trekant,	  men	  sidelængderne	  er	  ikke	  navngivet.	  	  
I	  spørgsmål	  14	  er	  der	  kun	  tegnet	  en	  kasse,	  men	  kanterne	  er	  angivet	  som	  ”l”,	  ”b”	  og	  ”h”.	  Dette	  kan	  betyde,	  
at	  eleverne	  har	  ekstra	  frihedsgrader,	  når	  de	  vælger	  tilgang	  i	  besvarelsen	  af	  spørgsmål	  13,	  og	  at	  nogle	  vil	  
vælge	  et	  empirisk	  bevisskema.	  Hvor	  derimod	  spørgsmål	  14,	  vil	  appellere	  til	  at	  anvende	  et	  deduktivt	  
bevisskema,	  da	  kassens	  kanter	  er	  angivet	  med	  symboler.	  	  
I	  spørgsmål	  15	  (17)	  skal	  eleverne	  kunne	  tage	  i	  betragtning	  alle	  oplysningerne	  og	  ikke	  drage	  konklusionen	  ud	  
fra,	  at	  Ali	  taler	  dobbelt	  så	  meget	  som	  Aya.	  
Spørgsmål	  16	  omhandler	  næsten	  det	  samme	  som	  spørgsmål	  18	  i	  detektionstest	  2.	  Ayas	  påstand	  er	  
formuleret	  på	  en	  narrativ	  form.	  og	  dermed	  er	  det	  sværere	  at	  sammenholde	  det	  med	  talrelationerne.	  Her	  er	  
brugen	  af	  narrativ	  tekst	  sværere	  for	  eleverne	  end	  brugen	  af	  symboler.	  En	  anden	  kompleksitet	  består	  i,	  at	  de	  
korrekte	  svar	  er	  dem,	  der	  gør	  udsagnet	  ukorrekt	  (falsk).	  	  
I	  spørgsmål	  17	  skal	  eleverne	  identificere	  et	  modeksempel.	  Elever,	  der	  befinder	  sig	  på	  højere	  taksonomisk	  
niveau,	  vil	  kunne	  beskrive,	  hvilke	  reelle	  tal	  ikke	  opfylder	  uligheden.	  Det	  skal	  bemærkes	  dog,	  at	  spørgsmålet	  
kun	  kræver	  at	  finde	  ét	  modeksempel	  og	  ikke	  alle	  a,	  der	  gør	  udsagnet	  falsk.	  
Spørgsmål	  18	  er	  en	  gentagelse	  af	  spørgsmål	  19	  i	  detektionstest	  2.	  Vi	  har	  valgt	  at	  tagen	  det	  med	  i	  Sluttest2,	  
da	  flere	  elever	  enten	  har	  besvaret	  det	  forkert	  eller	  manglede	  at	  argumentere	  for	  deres	  svar.	  
Spørgsmål	  19	  er	  inspireret	  af	  spørgsmål	  20	  i	  detektionstest	  2,	  men	  her	  forventes,	  at	  eleverne	  vil	  benytte	  
deres	  kendskab	  til	  implikationer	  på	  formen	  ”p=>q”	  og	  ”q=>p”.	  Til	  forskel	  fra	  spørgsmål	  20	  i	  
detektionstesten	  er	  begge	  udsagnene	  sande.	  	  
	  
Spørgsmål	  20	  (21)	  giver	  anledning	  til	  ræsonnement	  om	  forskellen	  mellem	  empirisk	  bevisskema	  og	  
induktionsbeviser.	  Lige	  som	  spørgsmål	  6	  b)	  tester	  det,	  om	  eleverne	  har	  forstået,	  at	  de	  kan	  bruge	  
konklusionen	  i	  den	  empiriske	  sammenhæng	  uden	  at	  gentage	  beviset.	  
I	  spørgsmål	  21	  skal	  eleverne	  forholde	  sig	  til	  korrektheden	  af	  et	  bevis	  inden	  for	  euklidisk	  geometri.	  
	  
	  
FIGUR	  32	  KLASSERNES	  BESVARELSE	  AF	  SLUTTEST2	  I	  PROCENT	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Diskussion	  af	  opnåede	  resultater	  
I	  dette	  afsnit	  vil	  vi	  diskutere	  elevernes	  samt	  klassernes	  resultater	  i	  Sluttest2	  set	  i	  forhold	  til	  Detektionstest2.	  
Elevernes	  udvikling	  
Efter	  gennemført	  intervention	  og	  sluttest	  observeres	  en	  anderledes	  fordeling	  af,	  hvilke	  spørgsmål	  de	  to	  
elever	  har	  besvaret	  korrekt.	  Nu	  er	  det	  Hargon,	  der	  svarer	  korrekt	  flest	  gange.	  	  
	  
	  
FIGUR	  33	  UDVALGTE	  ELEVERS	  SVAR	  PÅ	  OPGAVER	  I	  SLUTTEST2	  
Igen	  er	  der	  nogle	  spørgsmål,	  begge	  elever	  ikke	  besvarer	  korrekt,	  spg.	  6c,	  7a,	  7b,	  16b,	  16d.	  
Spørgsmål	  6c	  er	  parallel	  til	  spørgsmål	  5c	  i	  Detektionstest2,	  hvor	  eleverne	  skal	  finde	  fejl	  i	  et	  ikke	  korrekt	  
bevis	  (2=1).	  Begge	  elever	  kan	  her	  svare	  korrekt	  på	  de	  indledende	  spørgsmål,	  men	  de	  kan	  ikke	  argumentere	  
for	  fejlen	  i	  beviset.	  	  
Spørgsmål	  7	  er	  parallel	  til	  spg	  9	  i	  Detektionstest2,	  hvor	  eleverne	  ikke	  finder	  den	  rette	  linje	  x=0,	  hvilket	  vi	  
havde	  forventet	  de	  kunne,	  da	  denne	  type	  spørgsmål	  blev	  behandlet	  under	  interviewet	  efter	  
detektionstesten.	  	  	  	  
I	  spørgsmål	  16	  svarer	  begge	  elever	  korrekt	  med	  svarmulighederne	  c)	  og	  e),	  men	  de	  overser	  
svarmulighederne	  b)	  og	  d).	  Det	  tyder	  på,	  at	  opgavens	  sværhedsgrad	  er	  forøget	  i	  forhold	  til	  
detektionstesten,	  idet	  opgaven	  er	  skrevet	  med	  tekst	  (narrativ	  opskrivning).	  Tilsyneladende	  har	  eleverne	  
svært	  ved	  at	  afkode	  spørgsmålet,	  og	  de	  opfatter	  ikke,	  at	  der	  påstås,	  at	  kvadratet	  på	  et	  tal	  altid	  er	  absolut	  
større	  end	  tallet	  selv	  og	  ikke	  større	  end	  eller	  lig	  med	  tallet.	  
De	  spørgsmål,	  Hargon	  yderligere	  ikke	  besvarer	  korrekt,	  er	  spg	  1,	  4,	  17,	  19,	  hvor	  spørgsmål	  1	  og	  19	  begge	  
omhandler	  klasselogik	  baseret	  på	  implikationer.	  Han	  har	  dog	  forstået,	  at	  spørgsmålet	  ikke	  kan	  besvares	  
med	  ”sommetider”.	  
Spørgsmål	  4	  og	  17	  er	  begge	  spørgsmål,	  hvor	  der	  skal	  findes	  et	  modeksempel,	  hvor	  Hargon	  har	  en	  idé	  om,	  at	  
han	  skal	  finde	  en	  værdi,	  der	  gør	  udsagnet	  falsk,	  men	  han	  vælger	  et	  tal	  (𝑎 = 2),	  der	  gør	  udsagnet	  sandt	  og	  
konkluderer	  deduktivt	  at	  !! < 𝑎,	  dog	  med	  en	  kommentar	  om	  at	  det	  gælder	  for	  𝑎 > 0	  og	  ikke	  decimaltal.	  
Hargons	  svar	  er	  klassificeret	  som	  empirisk	  ekstrapolations	  bevisskema	  (X).	  	  	  
Kristina	  har	  ikke	  besvaret	  spørgsmålene	  2,	  3,	  6b,	  14b,	  16a,	  16c,	  16e	  korrekt.	  Der	  er	  stadig	  spørgsmål,	  hvor	  
hun	  ikke	  gør	  argumentet	  færdigt	  (spg.	  2,	  3),	  dvs.	  at	  der	  her	  ingen	  udvikling	  har	  været	  i	  forhold	  til	  
detektionstesten,	  idet	  Kristina	  svarer	  på	  opgaven	  på	  samme	  måde,	  blot	  med	  en	  ekstra	  mellemregning.	  
I	  spørgsmål	  6b	  godtager	  Kristina	  argumentet	  som	  et	  korrekt	  bevis,	  til	  trods	  for	  at	  hun	  ovenfor	  svarer,	  at	  det	  
ikke	  gælder	  at	  2=1.	  Det	  tyder	  på,	  at	  hun	  ved,	  at	  slutningen	  er	  forkert,	  men	  at	  hun	  ikke	  kan	  gennemskue	  
argumentationen.	  Hun	  er	  dermed	  villig	  til	  at	  godtage	  en	  argumentation	  som	  korrekt,	  selvom	  konklusionen	  
er	  forkert.	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Kristina	  regner	  forkert	  i	  spg	  14b,	  idet	  hun	  skriver	  udtrykket	  3𝑙 ∙ 3ℎ ∙ 3𝑏 = 𝑙 ∙ 𝑏 ∙ ℎ !.	  Det	  tyder	  på,	  at	  hun	  
har	  vanskeligheder	  med	  at	  forstå	  betydning	  af	  tretallets	  position,	  hvilket	  stammer	  fra	  hendes	  lave	  niveau	  i	  
symbol-­‐	  og	  formalismekompetence.	  	  
I	  spørgsmål	  16	  har	  Kristina	  valgt	  den	  forkerte	  svarmulighed	  a)	  idet	  hun	  sandsynligvis	  ikke	  forstår	  den	  
sproglige	  formulering	  i	  opgaven	  (se	  ovenfor).	  
Klassernes	  udvikling	  
Sluttest2	  viser,	  at	  der	  er	  sket	  en	  udvikling	  i	  klassernes	  gennemsnitlige	  svarprocent,	  hvor	  3d	  nu	  ligger	  med	  et	  
gennemsnit	  på	  64,0%	  (før	  56,6%)	  og	  1pq	  har	  en	  gennemsnitlig	  svarprocent	  på	  38,5%	  (før	  36,5%)	  (se	  Figur	  
32).	  
	  
Ved	  en	  nærmere	  analyse	  af	  klassernes	  besvarelse,	  ser	  på	  vi	  på	  elevernes	  udvikling	  i	  forhold	  til	  de	  opgaver,	  
der	  er	  sammenlignelige	  med	  opgaver	  i	  Detektionstest2.	  Nedenstående	  grafiske	  præsentationer	  viser	  
hvordan	  eleverne	  i	  hhv.	  1pq	  og	  3d	  har	  svaret	  i	  de	  to	  test	  angivet	  som	  funktion	  af	  spørgsmålsnummer	  i	  
Sluttest2.	  
Vi	  kan	  se,	  at	  de	  spørgsmål,	  hvor	  1pq	  har	  forbedret	  deres	  svarprocent,	  bl.a.	  drejer	  sig.	  om	  klasselogik	  (spg	  1,	  
11,	  12),	  	  
Der	  hvor	  færre	  af	  eleverne	  svarer	  korrekt	  på	  spørgsmålene,	  handler	  spørgsmålene	  bl.a.	  om	  vurdering	  af	  
påstande	  (spg.	  8,	  9,	  15).	  	  
Der	  er	  en	  del	  opgaver,	  som	  eleverne	  i	  begge	  test	  har	  haft	  svært	  ved	  (2,	  3,	  6,	  13b,	  14b).	  Disse	  opgaver	  
handler	  om	  at	  begrunde	  et	  svar	  eller	  en	  påstand,	  hvilket	  eleverne	  har	  svært	  ved	  at	  gøre.	  Enkelte	  elever	  har	  
benyttet	  et	  empirisk	  bevisskema	  på	  lavt	  taksonomisk	  niveau	  som	  begrundelse.	  Disse	  typer	  af	  svar	  har	  vi	  
ikke	  godtaget	  som	  korrekte,	  hvis	  de	  ikke	  var	  efterfulgt	  af	  en	  generel	  konklusion.	  
I	  opgave	  20	  er	  sværhedsgraden	  af	  opgaven	  i	  forhold	  til	  den	  tilsvarende	  opgave	  i	  Detektionstest2	  forøget,	  
hvilket	  gør,	  at	  vi	  ikke	  er	  overraskede	  over,	  at	  eleverne	  har	  svært	  ved	  at	  overskue	  opgaven	  og	  besvare	  den	  
korrekt,	  dette	  gælder	  både	  for	  eleverne	  i	  1pq	  og	  i	  3d.	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FIGUR	  34	  KLASSERNES	  UDVIKLING	  FRA	  DETEKTIONSTEST2	  TIL	  SLUTTEST	  2	  
I	  3d	  har	  eleverne	  generelt	  udviklet	  sig	  i	  en	  positiv	  retning,	  dog	  er	  der	  enkelte	  spørgsmål,	  eleverne	  har	  svært	  
ved	  at	  svare	  på,	  nemlig	  spørgsmål	  6c,	  7a	  og	  7b.	  I	  6c	  kan	  eleverne	  ikke	  argumentere	  for,	  hvor	  fejlen	  i	  det	  
ukorrekte	  bevis	  er,	  eller	  hvilken	  fejl	  der	  er	  tale	  om.	  Opgave	  7a	  overrasker,	  idet	  der	  kun	  er	  én	  elev,	  der	  
besvarer	  dette	  spørgsmål	  korrekt,	  hvor	  der	  i	  1pq	  er	  flere	  elever	  der	  korrekt	  svarer	  nej	  til	  spørgsmålet.	  Dette	  
skyldes	  sandsynligvis,	  at	  eleverne	  i	  1pq	  har	  svaret	  tilfældigt	  på	  spørgsmålet,	  mens	  eleverne	  i	  3d	  har	  svaret	  
ja,	  da	  de	  overser	  den	  lodrette	  linje	  x=0.	  Vi	  kan	  desværre	  ikke	  finde	  nogen	  anden	  pålidelig	  forklaring	  på	  
dette.	  
	  
Eleverne	  i	  begge	  klasser	  har	  ikke	  svaret	  korrekt	  i	  spørgsmål	  16,	  idet	  de	  overser,	  at	  svarmulighederne	  b	  og	  d	  
også	  gør	  udsagnet	  falsk.	  Dette	  skyldes	  som	  nævnt	  tidligere	  højst	  sandsynligt	  den	  narrative	  skrivemåde,	  hvor	  
eleverne	  ikke	  forstår,	  at	  der	  står	  ’større	  end’.	  
Generelt	  observerer	  vi,	  at	  3d	  har	  en	  mere	  deduktiv	  tilgang	  til	  beviser,	  hvor	  1pq	  har	  en	  mere	  empirisk	  tilgang	  
til	  beviser.	  	  	  
	  
Når	  vi	  ser	  på	  de	  enkelte	  elevers	  relative	  udvikling	  i	  de	  to	  klasser,	  er	  det	  tydeligt,	  at	  de	  udvalgte	  elever	  har	  
forbedret	  deres	  svarfrekvens	  med	  hhv.	  65,3%	  (Hargon)	  og	  33,8%	  (Kristina)	  i	  forhold	  til	  detektionstesten.	  
Det	  er	  dog	  også	  tydeligt,	  at	  der	  er	  flere	  af	  eleverne,	  der	  klarer	  sig	  bedre	  til	  Sluttest2	  i	  forhold	  til	  
Detektionstest2.	  I	  3d	  er	  der	  kun	  to	  af	  eleverne,	  der	  har	  en	  negativ	  udvikling	  i	  perioden,	  mens	  der	  i	  1pq	  er	  
fem	  elever,	  der	  er	  blevet	  ringere	  efter	  interventionen.	  For	  disse	  elever	  gælder	  dog,	  at	  de	  ikke	  er	  særligt	  
motiverede	  for	  matematik.	  En	  mulig	  forklaring	  kan	  desuden	  være,	  at	  eleverne	  i	  1pq	  var	  påvirket	  af,	  at	  de	  
umiddelbart	  før	  den	  lektion,	  hvor	  Sluttest2	  blev	  afviklet,	  havde	  afleveret	  en	  større	  skriftlig	  opgave	  
(historieopgave).	  
Det	  ses	  desuden,	  at	  der	  er	  større	  udsving	  i	  elevernes	  udvikling	  i	  1pq,	  hvilket	  kan	  forklares	  ved,	  at	  eleverne	  
er	  meget	  forskellige	  og	  har	  forskellige	  matematikrelaterede	  beliefs.	  Dermed	  har	  de	  forskellige	  tilgange	  til	  
faget.	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FIGUR	  35	  ELEVERNES	  RELATIVE	  UDVIKLING	  FRA	  DETEKTIONSTEST2	  TIL	  SLUTTEST2	  
	  
Interview	  efter	  sluttest	  
Som	  opfølgning	  på	  Sluttest2	  og	  som	  evaluering	  af	  interventionsforløbene	  har	  vi	  interviewet	  de	  to	  udvalgte	  
elever	  om	  opgaver	  fra	  Sluttest2.	  	  
Her	  valgte	  vi	  bl.a.	  at	  spørge	  ind	  til	  opgaver,	  eleverne	  ikke	  besvarede	  korrekt	  i	  testen	  for	  at	  se,	  om	  de	  kunne	  
forklare,	  hvad	  de	  havde	  tænkt,	  eller	  for	  at	  afsløre,	  om	  eleverne	  havde	  svaret	  tilfældigt.	  
	  
Kristina	  
Kristina	  præsenteres	  for	  sit	  svar	  til	  opgave	  13b	  fra	  Sluttest2,	  hvor	  hun	  har	  indsat	  tal	  for	  at	  vise,	  at	  påstanden	  
ikke	  gælder.	  Hun	  har	  desuden	  ikke	  nogen	  konklusion	  på	  spørgsmålet.	  Dette	  karakteriseres	  umiddelbart	  som	  
et	  empirisk	  ekstrapolationsbevisskema	  (X).	  
	  
Under	  interviewet	  ses	  en	  udvikling	  mod	  et	  deduktivt,	  forbundet	  (Einc)	  bevisskema,	  hvor	  Kristina	  benytter	  
symboler	  (se	  Figur	  36)	  og	  generaliserer.	  
	  
	  
Kristina	  opskriver	  formlerne	  korrekt	  for	  de	  to	  trekanter	  
	  
L:	  Hvor	  meget	  er	  arealet	  (til	  højre)	  mindre	  end	  det	  andet?	  
K:	  Er	  det	  også	  den	  der	  en	  halv?	  (peger	  på	  ½	  først	  i	  
udtrykket	  til	  venstre)	  
L:	  Den	  er	  jo	  også	  der	  (peger	  på	  udtrykket	  til	  højre)	  
K:	  Så	  den	  er	  en	  kvart	  mindre	  
L:	  Ja,	  den	  er	  en	  kvart	  gange	  så	  stor,	  det	  er	  rigtigt.	  Så	  den	  
er	  fire	  gange	  så	  lille,	  ikke?	  
K:	  Jo…	  
K:	  Men	  det	  er	  jo	  også	  det,	  jeg	  har	  fået	  (i	  testen)	  
L:	  Ja,	  der	  fik	  du	  12	  og	  3,	  men	  hvilket	  bevis	  er	  bedst	  i	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forhold	  til	  at	  sige,	  at	  det	  gælder	  for	  alle	  tal?	  
K:	  Det	  sidste.	  
	  
I	  spørgsmål	  10	  har	  Kristina	  ingen	  forudsætninger	  for	  at	  vide,	  hvad	  et	  andengradspolynomium	  er,	  men	  hun	  
svarer	  alligevel,	  at	  det	  angivne	  funktionsudtryk	  ikke	  kan	  være	  et	  sådant.	  Hun	  har	  i	  testen	  som	  begrundelse	  
skrevet	  ”a=0?”,	  hvilket	  angiver	  at	  hun	  er	  i	  tvivl	  om	  begrundelsen	  er	  korrekt.	  	  
	  
Spørgsmål	  10	  	  
K:	  Læser:	  Et	  andengradspoly…	  Jeg	  ved	  ikke	  hvad	  det	  er	  
L:	  Andengradspolynomium.	  Det	  er	  noget	  som	  sådan	  her	  ud	  𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥! + 𝑏𝑥 + 𝑐,	  hvor	  𝑎  ikke	  er	  nul.	  
L:	  Peger	  på	  udtrykket	  𝑓 𝑥 = 0𝑥! − 2𝑥 + 5	  
K:	  Der	  er	  a	  jo	  nul,	  så	  det	  må	  jo	  ikke	  være…	  men	  jeg	  tænkte,	  at	  det	  var	  for	  let,	  hvis	  det	  bare	  var	  det.	  
	  	  
At	  Kristina	  er	  blevet	  bedre	  til	  at	  analysere	  udsagn	  og	  klasselogik,	  viser	  det	  følgende	  udsnit	  fra	  interviewet.	  	  
	  
Spørgsmål	  19	  
L:	  Er	  de	  to	  påstande	  ens?	  Det	  har	  du	  svaret,	  at	  de	  ikke	  er.	  
K:	  De	  siger	  to	  forskellige	  ting.	  	  
L:	  Prøv	  at	  fortælle,	  hvad	  er	  det	  forskellige	  i	  det?	  
K:	  Aya	  siger,	  at	  hvis	  vinkel	  C	  er	  ret,	  så	  skal	  den	  være	  ret,	  før	  man	  kan	  bevise,	  at	  𝑎! + 𝑏! = 𝑐!	  gælder.	  
	  	  	  	  Ali	  siger,	  at	  hvis	  de	  tre	  sider	  passer	  sammen,	  eller	  hvad	  man	  nu	  siger,	  så	  vil	  vinkel	  C	  være	  ret.	  	  	  
L:	  Og	  det	  er	  ikke	  det	  samme?	  
K:	  Nej	  
L:	  Er	  begge	  udsagnene	  sande?	  
K:	  Ja,	  de	  giver	  det	  samme,	  men	  de	  siger	  ikke	  det	  samme.	  
	  
Kristina	  har	  gennem	  interventionen	  udviklet	  sig	  fra	  at	  anvende	  et	  empirisk	  bevisskema	  til	  at	  anvende	  et	  
mere	  deduktivt	  bevisskema,	  samtidig	  med	  at	  hun	  har	  udviklet	  en	  mere	  aktiv	  ræsonnementskompetence.	  
Hun	  er	  desuden	  mere	  bevidst	  om,	  hvad	  der	  gælder	  for	  at	  være	  matematisk	  forskelligt,	  og	  hvad	  der	  tæller	  
som	  en	  acceptabel	  matematisk	  forklaring	  i	  forhold	  til	  læreren	  som	  autoritet.	  	  
	  
Hargon	  
De	  følgende	  interviewdele	  er	  illustrationer	  af	  besvarelser,	  hvor	  Hargon	  har	  svaret	  forkert	  eller	  ikke	  har	  
svaret	  i	  Sluttest2,	  men	  hvor	  han	  svarer	  meget	  sikkert	  og	  rimeligt	  hurtigt	  under	  interviewet.	  
	  
Spørgsmål	  6c.	  	  
Bevis	  for	  2=1	  
M:	  (Kan	  godt	  se,	  at	  beviset	  ikke	  kan	  være	  korrekt,	  da	  det	  fører	  til	  noget,	  der	  ikke	  er	  sandt)	  
L:	  Hvor	  er	  fejlen?	  
M:	  Det	  er	  nok	  de,	  hvor	  der	  divideres	  med	  (a-­‐b)	  
L:	  Hvorfor?	  
M:	  Fordi	  det	  giver	  0,	  da	  b=a	   	   	  
	  
Spørgsmål	  7.	  
M:	  Mener	  påstanden	  er	  sand.	  Han	  tegner	  forskellige	  linjer	  gennem	  (0;5),	  der	  alle	  er	  af	  formen	  y=ax+5	  
	  (siger	  lodret	  og	  vandret)	  Han	  har	  tegnet	  tre	  linjer,	  men	  siger,	  at	  der	  også	  er	  en	  fjerde	  linje,	  som	  ligger	  op	  ad	  
y-­‐aksen.	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L:	  Hvordan	  ser	  ligningen	  ud?	  
M:	  x=0	  
L:	  Prøv	  at	  læse	  spørgsmålet	  igen.	  
M:	  Læser	  spørgsmålet	  igen	  og	  konkluderer,	  at	  påstanden	  så	  ikke	  er	  rigtig,	  da	  formen	  ax+5	  ikke	  er	  en	  lodret	  
linje.	  
L:	  Hvad	  kaldes	  det	  så?	  
M:	  Modeksempel.	  
	  
Spørgsmål	  14	  
M:	  Susanne	  har	  ikke	  ret,	  da	  formelen	  for	  en	  kasse	  er	  V=l*b*h.	  Med	  tredobbelt	  længde,	  højde	  og	  bredde	  får	  
vi	  	  = 3𝑙 ∙ 3ℎ ∙ 3𝑏 = 27 ∙ 𝑙 ∙ 𝑏 ∙ ℎ,	  som	  er	  langt	  over	  9.	  
L:	  Hvor	  mange	  gange	  er	  det	  større?	  
M:	  3	  gange	  	  (større	  end	  det,	  der	  påstås)	  
	  
Spørgsmål	  16	  	  
M:	  Man	  kan	  bruge	  decimaltal	  og	  brøker.	  
L:	  Kan	  du	  sætte	  ind	  og	  vise,	  at	  det	  gælder.	  
M:?	  
M:Udregner	   !!" ! = !!" ∙ !!" = !!""	  ,	  som	  er	  mindre	  end	  det	  oprindelige	  tal.	  
L:	  Hvis	  du	  vælger	  a=1?	  
M:	  Så	  er	  den	  lig	  med?	  
L:	  Opfylder	  den	  så,	  at	  det	  er	  korrekt	  det,	  Susanne	  siger?	  
M:	  Den	  kan	  også	  bruges,	  da	  den	  er	  lig	  med,	  og	  Susanne	  siger,	  den	  altid	  er	  større	  end.	  
L:	  Hvad	  er	  din	  konklusion?	  Kan	  a=-­‐1/2	  bruges?	  
M:	  Det	  kan	  den	  ikke,	  da	  minus	  gange	  minus	  giver	  noget	  positivt,	  og	  det	  er	  større.	  
M:	  Det	  gælder	  for	  tal,	  der	  er	  over	  1	  	  
L:	  Hvad	  med	  0?	  
M	  Den	  er	  også	  lig	  med.	  
	  
I	  interviewet	  efter	  Sluttest2	  viser	  Hargon	  i	  forbindelse	  med	  besvarelse	  af	  flere	  opgaver	  en	  udvikling	  af	  sin	  
aktive	  ræsonnementskompetence,	  da	  han	  flere	  gange	  svarer	  korrekt	  og	  argumenterende	  på	  opgaver,	  som	  
han	  havde	  svaret	  forkert	  på	  i	  testen.	  Dette	  tyder	  på,	  at	  Hargon	  er	  bedre	  til	  at	  argumentere	  i	  en	  dialog	  end	  i	  
en	  skriftlig	  situation.	  Hans	  tilgang	  er	  hyppigere	  deduktiv,	  og	  han	  opererer	  oftere	  med	  et	  sammenhængende	  
deduktivt	  bevisskema	  (Esc),	  han	  befinder	  sig	  derfor	  på	  nuværende	  tidspunkt	  på	  et	  højere	  taksonomisk	  
niveau	  end	  inden	  interventionen.	  Dog	  er	  der	  stadig	  nogle	  opgavetyper	  hvor	  han	  har	  en	  empirisk	  tilgang.	  
	  
	   	  
86	  
	  
 Perspektivering	  2.6
Vi	  har	  haft	  en	  formodning	  om,	  at	  der	  er	  en	  sammenhæng	  mellem	  elevernes	  matematikrelaterede	  beliefs	  og	  
deres	  valg	  af	  bevisskemaer.	  	  
Derfor	  har	  vi	  i	  slutningen	  af	  forløbet	  lavet	  en	  undersøgelse	  (se	  bilag	  5.11)	  i	  klasserne,	  for	  at	  sammenligne	  
deres	  beliefs	  med	  resultaterne	  ved	  Sluttest2.	  Spørgeskemaet	  består	  af	  25	  holdninger,	  som	  kan	  klassificeres	  
som	  beliefs	  om	  den	  sociale	  kontekst,	  beliefs	  om	  selvet,	  beliefs	  om	  matematik,	  herunder	  om	  faget	  eller	  om	  
undervisningen.	  
Vi	  har	  desværre	  intet	  kendskab	  til	  elevernes	  matematikrelaterede	  beliefs	  i	  starten	  af	  interventionen.	  	  
	  
Ved	  en	  nærmere	  analyse	  af	  de	  to	  klasses	  svar	  (se	  Figur	  37)	  kan	  man	  se,	  at	  de	  fleste	  elever	  i	  begge	  klasser	  er	  
meget	  enige	  eller	  fuldstændige	  enige	  i,	  at	  matematik	  handler	  om	  at	  tænke	  logisk	  (spg.	  22),	  og	  at	  en	  god	  
lærer	  først	  forklarer	  teorien	  og	  giver	  et	  eksempel	  på	  en	  øvelse,	  før	  hun	  beder	  eleverne	  om	  at	  løse	  
matematiske	  problemer	  (spg.	  21).	  Den	  store	  tilslutning	  til	  disse	  udsagn	  kan	  sandsynligvis	  forklares	  ved,	  at	  
interventionen	  har	  haft	  fokus	  på	  ræsonnementer,	  og	  derved	  har	  eleverne	  i	  højere	  grad	  mødt	  
problemstillinger,	  hvor	  de	  var	  nødt	  til	  at	  tænke	  logisk.	  Umiddelbart	  kan	  de	  adidaktiske	  situationer	  opleves	  
af	  eleverne	  som	  grænseoverskridende,	  måske	  fordi	  de	  synes,	  at	  det	  er	  lettere,	  at	  læreren	  forklarer	  teorien	  
og	  demonstrerer,	  hvordan	  man	  anvender	  teorien,	  således	  at	  de	  derefter	  blot	  skal	  gentage	  det	  viste	  i	  en	  
tilsvarende	  opgave.	  Denne	  holdning	  kan	  opfattes	  som	  et	  tegn	  på	  passiv	  ræsonnementskompetence.	  	  
Klassernes	  svar	  på	  spørgsmål	  2	  og	  8	  viser,	  at	  de	  fleste	  elever	  finder	  det	  vigtigt	  og	  tilfredsstillende	  at	  lære	  
indholdet	  i	  matematiktimerne.	  	  
	  
	  
FIGUR	  37	  KLASSERNES	  BESVARELSE	  AF	  SPØRGESKEMAET	  OM	  MATEMATIKRELATEREDE	  BELIEFS	  
I	  begge	  klasser	  er	  der	  over	  2/3	  af	  eleverne,	  der	  mener,	  at	  strukturer	  og	  beviser	  spiller	  en	  meget	  vigtig	  rolle	  i	  
matematik.	  Dette	  understøttes	  af	  klassernes	  svarprocent	  i	  spørgsmålene	  1,	  5,	  6,	  11,	  12	  og	  13	  i	  Sluttest2,	  
som	  stort	  set	  alle	  omhandler	  matematiske	  strukturer.	  	  
Spørgsmål	  19	  og	  20	  omhandler	  begge	  eksperimenter	  og	  anvendelser	  af	  faget.	  Her	  svarer	  eleverne	  i	  begge	  
klasser,	  at	  de	  er	  uenige	  eller	  lidt	  enige	  i	  dette,	  hvilket	  understøtter,	  at	  eleverne	  har	  en	  problemorienteret	  
tilgang	  til	  faget.	  Man	  kan	  dog	  ikke	  så	  tydeligt	  se	  dette	  i	  elevernes	  svar	  i	  Sluttest2,	  da	  elevernes	  svar	  på	  de	  
spørgsmål,	  der	  har	  en	  vis	  grad	  af	  anvendelse	  i	  deres	  indhold	  (spørgsmål	  8,	  9,	  14,	  15,	  16),	  hverken	  er	  
markant	  forkerte	  eller	  korrekte.	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Desuden	  kan	  man	  se,	  at	  eleverne	  i	  3d	  færre	  gange	  vælger	  den	  midterste	  mulighed,	  som	  tyder	  på,	  at	  de	  har	  
stærkere	  forhold	  til	  deres	  holdninger	  end	  eleverne	  i	  1pq.	  	  	  
Desværre	  har	  det	  ikke	  været	  muligt,	  på	  baggrund	  af	  vores	  undersøgelse,	  at	  verificere	  eller	  forkaste	  vores	  
formodning	  om	  en	  sammenhæng	  mellem	  elevernes	  matematikrelaterede	  beliefs	  og	  deres	  valg	  af	  
bevisskemaer.	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 Diskussion	  	  2.7
Vi	  har	  valgt	  i	  dette	  projekt	  at	  fokusere	  på	  elevernes	  ræsonnementskompetence	  og	  deres	  tilgang	  til	  
bevisførelse,	  ræsonnementer	  og	  argumentation,	  da	  beviser	  spiller	  en	  central	  rolle	  i	  matematikfaget	  og	  er	  
en	  væsentlig	  del	  af	  fagets	  identitet.	  
Vi	  har	  igennem	  projektperioden	  arbejdet	  med	  en	  klasserumsintervention,	  så	  vi	  kunne	  opnå	  en	  synergieffekt	  
for	  på	  den	  måde	  at	  kunne	  igangsætte	  flere	  elevers	  udvikling	  af	  en	  mere	  aktiv	  ræsonnementskompetence.	  
Vi	  har	  haft	  særligt	  fokus	  på	  nogle	  få	  udvalgte	  elever	  i	  hver	  klasse,	  som	  sideløbende	  har	  deltaget	  i	  
individuelle	  interventioner,	  da	  en	  klasserumsintervention	  ikke	  kan	  stå	  alene.	  
Igennem	  klasserumsinterventionen	  har	  vi	  arbejdet	  målrettet	  med	  fokus	  på	  det	  didaktiske	  miljø	  samt	  
klassens	  socio-­‐matematiske	  normer.	  Vi	  har	  indskærpet	  kravene	  i	  klasserummet	  og	  overfor	  de	  enkelte	  elever	  
til,	  hvad	  der	  er	  en	  tilstrækkelig	  argumentation,	  og	  vi	  har	  været	  opmærksomme	  på,	  at	  eleverne	  skulle	  prøve	  
at	  finde	  mening	  i	  hinandens	  svar	  og	  argumentere	  for	  deres	  egne	  svar.	  Eleverne	  skulle	  ikke	  blot	  komme	  med	  
løsninger,	  men	  de	  skulle	  også	  kunne	  argumentere	  for	  deres	  valg	  af	  løsninger.	  
I	  denne	  sammenhæng	  har	  vi	  også	  haft	  overvejelser	  omkring	  omfanget	  og	  placeringen	  af	  adidaktiske	  
situationer	  i	  undervisningen.	  
Igennem	  arbejdet	  med	  forskellige	  bevistyper	  og	  bevisskemaer	  har	  vi	  forsøgt	  at	  få	  eleverne	  til	  at	  opbygge	  en	  
bred	  vifte	  af	  strategier	  i	  forhold	  til	  ræsonnement	  og	  beviser.	  
En	  kvalitativ	  analyse	  af	  resultaterne	  i	  Sluttest2	  viser,	  at	  flere	  af	  eleverne	  i	  de	  to	  klasser	  er	  blevet	  bedre	  til	  at	  
svare	  på	  spørgsmål,	  der	  omhandler	  ræsonnementer.	  Ved	  nærmere	  observation	  af	  elevernes	  adfærd	  i	  
klasserummet,	  i	  matematiske	  sammenhænge	  registrerer	  vi,	  at	  flere	  elever	  hyppigere	  bidrager	  til	  den	  faglige	  
dialog,	  enten	  ved	  at	  stille	  centrale	  spørgsmål	  om	  de	  givne	  problemstillinger,	  eller	  ved	  at	  svare	  på	  lærerens	  
eller	  kammeraternes	  spørgsmål	  på	  en	  kvalificeret	  måde,	  som	  tyder	  på	  en	  vis	  matematisk	  modenhed.	  
Vi	  kan	  se,	  at	  klasserumsinterventionen	  har	  haft	  en	  positiv	  effekt	  på	  elevenes	  udvikling	  af	  en	  aktiv	  
ræsonnementskompetence.	  
For	  de	  udvalgte	  elever	  har	  klasserumsinterventionen	  været	  suppleret	  med	  en	  sideløbende	  individuel	  
intervention.	  I	  starten	  af	  forløbet	  oplevede	  vi,	  at	  de	  udvalgte	  elever	  var	  tilbøjelige	  til	  at	  lade	  sig	  overbevise	  
af	  lærerens	  autoritet	  i	  forhold	  til	  gyldighed	  af	  argumentationer.	  I	  slutningen	  af	  forløbet	  havde	  begge	  elever	  
udviklet	  en	  større	  selvstændighed	  og	  kritisk	  sans	  i	  forhold	  til	  argumentationer.	  
Vi	  har	  set,	  at	  Kristina	  i	  starten	  foretrak	  empiriske	  bevisskemaer,	  mens	  hun	  til	  slut	  i	  interventionen	  og	  det	  
afsluttende	  interview	  demonstrerede	  en	  langt	  mere	  deduktiv	  tilgang	  til	  beviserne.	  Hun	  er	  blevet	  bevidst	  
om,	  hvad	  der	  skal	  til,	  for	  at	  et	  bevis	  er	  af	  generel	  karakter.	  
En	  lignende	  udvikling	  ser	  vi	  hos	  Hargon,	  der	  dog	  startede	  på	  et	  lidt	  højere	  taksonomisk	  niveau,	  sandsynligvis	  
fordi	  han	  har	  matematik	  på	  A-­‐niveau.	  Hargon	  har,	  i	  forhold	  til	  sin	  klasse,	  den	  største	  relative	  udvikling	  fra	  
Detektionstest2	  til	  Sluttest2,	  hvilket	  viser,	  at	  den	  individuelle	  intervention	  har	  givet	  ham	  en	  fordel	  i	  forhold	  
til	  de	  andre	  elever	  i	  klassen,	  da	  den	  individuelle	  intervention	  bedre	  kunne	  tilpasses	  til	  netop	  hans	  diagnose.	  	  
Det	  skal	  bemærkes,	  at	  elevernes	  motivation	  er	  en	  væsentlig	  faktor	  for,	  at	  en	  intervention	  kan	  lykkes,	  både	  i	  
klasserummet	  og	  individuelt	  for	  enkeltelever.	  Dette	  så	  vi	  tydeligt	  i	  1pq,	  hvor	  vi	  som	  forventet	  oplevede,	  at	  
elevernes	  motivation	  havde	  stor	  indflydelse	  på	  modtagelsen	  af	  interventionen,	  men	  også	  deres	  
kammeraters.	  	  Vi	  kan	  se,	  at	  Jonathan,	  der	  i	  første	  omgang	  var	  valgt	  ud	  til	  individuel	  intervention,	  har	  en	  
negativ	  udvikling	  fra	  Detektionstest2	  til	  Sluttest2,	  hvilket	  skyldes	  hans	  manglende	  motivation	  for	  forløbet.	  	  
Interventionen	  lykkedes	  i	  høj	  grad	  for	  de	  udvalgte	  elever	  og	  delvist	  for	  klasserne.	  Vi	  kan	  dermed	  sige,	  at	  det	  
er	  muligt	  at	  tilrettelægge	  en	  målrettet	  intervention	  både	  i	  klasserummet	  og	  for	  enkelte	  elever,	  der	  
mindsker	  elevernes	  vanskeligheder	  med	  ræsonnementer	  og	  beviser,	  samt	  udvikler	  deres	  strategier	  i	  forhold	  
til	  hensigtsmæssigt	  valg	  af	  bevisskemaer.	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 Konklusion	  2.8
En	  analyse	  af	  de	  udvalgte	  elever	  og	  deres	  klassers	  tilgang	  til	  opgaver,	  som	  forudsætter	  matematiske	  
ræsonnementer	  og	  omhandler	  beviser,	  påviser	  at	  elever	  med	  en	  passiv	  ræsonnementskompetence	  er	  
tilbøjelige	  til	  at	  anvende	  empiriske	  bevisskemaer.	  
Igennem	  klasserumsinterventionen	  har	  det	  været	  muligt,	  at	  påvirke	  de	  udvalgte	  elevers	  udvikling	  af	  en	  
mere	  aktiv	  ræsonnementskompetence,	  gennem	  en	  fokusering	  på	  at	  skabe	  et	  passende	  didaktisk	  miljø	  i	  
klassen.	  Arbejdet	  i	  klasserummet	  har	  dog	  ikke	  stået	  alene,	  men	  har	  været	  koblet	  sammen	  med	  individuelle	  
interventioner	  med	  de	  udvalgte	  elever,	  hvorfor	  det	  ikke	  er	  muligt	  at	  konkludere	  om	  denne	  udvikling	  alene	  
skyldes	  vores	  fokus	  på	  didaktiske	  miljøer	  og	  sociomatematiske	  normer	  i	  klassen.	  
Det	  har	  gennem	  forløbet	  vist	  sig	  muligt,	  for	  de	  udvalgte	  elever,	  at	  mindske	  deres	  vanskeligheder	  med	  
ræsonnementer	  og	  beviser	  og	  udvikle	  deres	  ræsonnementskompetence	  til	  at	  være	  mere	  aktiv.	  De	  har	  
desuden	  også	  ændret	  deres	  brug	  af	  bevisskemaer	  til	  mere	  deduktive	  bevisskemaer	  frem	  for	  empiriske.	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3 Symbol	  og	  formalismekompetencens	  rolle	  i	  
modelleringsprocessen.	  
 Indledning	  3.1
	  
På	  alle	  niveauer	  i	  gymnasiets	  matematikundervisning	  stilles	  der	  krav	  til,	  at	  modellering	  indgår	  i	  
undervisningen.	  Hvis	  vi	  ser	  i	  læreplanerne	  for	  de	  tre	  niveauer	  C,	  B	  og	  A-­‐niveau,	  ser	  vi,	  at	  modellering	  indgår	  
som	  en	  central	  del	  af	  fagets	  identitet,	  idet	  der	  i	  samtlige	  læreplaner	  står,	  at	  matematik	  ”omfatter	  en	  lang	  
række	  metoder	  til	  modellering	  og	  problembehandling”.	  
Hvis	  vi	  går	  dybere	  ned	  i	  læreplanernes	  faglige	  mål,	  ser	  vi,	  at	  for	  C-­‐niveau	  er	  der	  krav	  til,	  at	  eleverne	  skal	  lære	  
at	  anvende	  modellering,	  kunne	  reflektere	  over	  modellers	  rækkevidde	  og	  kunne	  redegøre	  for	  geometriske	  
modeller.	  Den	  naturlige	  progression	  over	  niveauerne	  betyder,	  at	  eleverne	  på	  B-­‐niveau	  også	  skal	  kunne	  
”foretage	  simuleringer	  og	  fremskrivninger	  og	  forholde	  sig	  reflekterende	  til	  idealiseringer	  og	  rækkevidde	  af	  
modellerne”,	  mens	  A-­‐niveaueleverne	  yderligere	  skal	  kunne	  opstille	  ”matematiske	  modeller	  på	  baggrund	  af	  
datamateriale	  eller	  viden	  fra	  andre	  fagområder”,	  kunne	  ”analysere	  givne	  matematiske	  modeller”,	  samt	  
have	  kendskab	  til	  ”principielle	  egenskaber	  ved	  matematiske	  modeller”.	  	  Desuden	  er	  der	  på	  både	  B-­‐	  og	  	  A-­‐
niveau	  et	  krav	  til,	  at	  eleverne	  skal	  kunne	  ”bevæge	  sig	  mellem	  fagets	  teoretiske	  og	  praktiske	  sider	  i	  
forbindelse	  med	  modellering	  og	  problembehandling”.	  
Da	  modellering	  er	  et	  væsentligt	  fokuspunkt	  i	  den	  gymnasiale	  matematikundervisning	  på	  alle	  niveauer,	  og	  
det	  desuden	  er	  et	  område,	  hvor	  vores	  erfaringer	  viser,	  at	  en	  stor	  del	  af	  eleverne	  har	  vanskeligt	  ved	  at	  
honorere	  de	  stillede	  krav,	  finder	  vi	  det	  relevant	  for	  vores	  fremtidige	  arbejde	  som	  matematikvejledere,	  at	  
arbejde	  med,	  hvordan	  vi	  kan	  støtte	  udviklingen	  af	  elevernes	  modelleringskompetence	  og	  derigennem	  gøre	  
modelleringsopgaverne	  mere	  tilgængelige	  for	  eleverne.	  
	  
Vi	  forsøger	  dels	  at	  identificere	  årsagerne	  til	  elevernes	  vanskeligheder	  med	  modellering	  og	  dels	  afhjælpe	  
disse	  vanskeligheder	  ved	  et	  interventionsforløb.	  	  
Vi	  har	  en	  formodning	  om,	  at	  elevernes	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetence	  har	  indflydelse	  på	  i	  hvor	  høj	  grad	  
elevernes	  modelleringskompetence	  er	  udviklet	  og	  at	  dette	  kan	  være	  en	  alvorlig	  snublesten	  i	  forhold	  til	  en	  
videre	  udvikling	  af	  modelleringskompetencen.	  	  
Dette	  ønsker	  vi	  at	  undersøge	  nærmere	  og	  vi	  har	  derfor	  opstillet	  følgende	  problemformulering,	  som	  vi	  vil	  
besvare	  i	  dette	  kapitel.	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 Problemformulering	  3.2
	  
I  hvilken  grad  har  symbol-­‐  og  formalismekompetencen  indflydelse  på  udvikling  af  modelleringskompetencen?    
Vil  et  interventionsforløb,  som  beskrevet  nedenfor,  skabe  en  øget  tilbøjelighed  hos  eleverne  til  at  aktivere  deres  
symbol-­‐  og  formalismekompetence  i  forbindelse  med  matematiseringsfasen  i  modelleringsopgaver?  
I  hvilken  grad  kan  dette  interventionsforløb,  med  fokus  på  at  bevidstgøre  eleverne  om  matematiseringsfasens  
rolle  i  modelleringsprocessen,  fremme  udviklingen  af  elevernes  samlede  modelleringskompetence?    
	  
Beskrivelse	  af	  interventionsforløbet	  
Vi	  bruger	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetence	  i	  den	  betydning,	  som	  er	  beskrevet	  i	  Kompetencerapporten.	  	  	  
Vi	  har	  en	  formodning	  om,	  at	  en	  udvikling	  af	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen	  vil	  have	  en	  positiv	  
indflydelse	  på	  udviklingen	  af	  den	  samlede	  modelleringskompetence,	  vi	  vil	  derfor	  planlægge	  og	  gennemføre	  
et	  interventionsforløb	  med	  fokus	  på	  at	  styrke	  elevernes	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetence,	  således	  at	  
eleverne	  bliver	  i	  stand	  til	  at	  aktivere	  disse	  kompetencer	  i	  nye	  sammenhænge,	  herunder	  også	  i	  komplekse	  
modelleringssammenhænge.	  
Vi	  vil	  tilrettelægge	  interventionen,	  så	  eleverne	  udsættes	  for	  en	  række	  modelleringsopgaver	  fra	  forskellige	  
virkelighedsudsnit,	  som	  appellerer	  til	  et	  begrænset	  omfang	  af	  matematiske	  objekter,	  der	  passer	  til	  de	  
faglige	  krav,	  der	  stilles	  på	  det	  generelle	  faglige	  niveau,	  eleverne	  befinder	  sig	  på	  (dvs.	  i	  starten	  af	  2.	  år	  på	  B-­‐
niveau).	  	  
Modelleringsopgaverne	  til	  interventionen	  er	  primært	  beskrevet	  med	  tekst	  og	  er	  friholdt	  for	  de	  
standardformuleringer,	  eleverne	  kender	  fra	  fx	  eksamensopgaver,	  ligesom	  de	  ikke	  indeholder	  symboler	  og	  
formler.	  Dette	  vil	  eleverne	  måske	  opleve	  som	  et	  brud	  på	  den	  didaktiske	  kontrakt	  om	  opgavers	  formulering,	  
hvilket	  vi	  forventer,	  vil	  bidrage	  til,	  at	  eleverne	  er	  nødt	  til	  i	  højere	  grad	  at	  aktivere	  deres	  symbol-­‐	  og	  
formalismekompetence,	  end	  de	  er	  vant	  til	  i	  den	  daglige	  undervisning.	  	  
Formålet	  med	  disse	  modelleringsopgaver	  er,	  at	  eleverne	  selvstændigt	  skal	  opstille	  symbol/formeludtryk	  ud	  
fra	  de	  givne	  oplysninger	  i	  opgaven	  og	  ud	  fra	  dette	  skal	  besvare	  spørgsmål,	  hvoraf	  nogle	  af	  spørgsmålene	  
kræver,	  at	  en	  ligning	  skal	  løses	  eller	  beregninger	  udføres	  ved	  hjælp	  af	  de	  opstillede	  udtryk.	  	  
Vi	  finder	  det	  relevant,	  at	  eleverne	  møder	  problemstillinger	  indenfor	  meget	  forskellige	  virkelighedsområder,	  
således	  at	  interventionen	  ikke	  blot	  udvikler	  en	  primitiv	  strategi	  hos	  eleverne	  til	  løsning	  af	  bestemte	  typer	  af	  
modelleringsopgaver.	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 Teori	  3.3
	  
Besvarelsen	  af	  problemstillingerne	  i	  problemformuleringen	  er	  baseret	  på	  teorier,	  der	  er	  beskrevet	  i	  dette	  
kapitel.	  	  
Modelbegrebet	  
En	  model	  består	  ifølge	  Hermann	  og	  Niss	  (Niss	  &	  Hermann,	  Alment	  om	  matematiske	  modeller,	  1982)	  af	  en	  
repræsentation	  af	  det	  område	  af	  virkeligheden,	  der	  er	  tale	  om:	  
	  
”En	  model	  er	  en	  repræsentation	  (ved	  hjælp	  af	  en	  eller	  anden	  form	  for	  midler)	  af	  et	  kompliceret	  område	  af	  
virkeligheden,	  med	  henblik	  på	  at	  få	  indfanget	  træk	  ved	  virkelighedsområdet,	  som	  ellers	  er	  for	  vanskeligt	  
tilgængeligt	  eller	  uhåndterligt.”	  (Niss	  &	  Hermann,	  Alment	  om	  matematiske	  modeller,	  1982)	  
	  
I	  forbindelse	  med	  modeldannelsen	  er	  det	  vigtigt,	  at	  man	  ikke	  ser	  bort	  fra	  elementer	  af	  virkeligheden,	  som	  
er	  væsentlige	  for	  undersøgelsen.	  En	  egentlig	  model	  er	  en	  model	  med	  indbygget	  informationstab.	  
En	  matematisk	  model	  er	  en	  model,	  hvor	  matematik	  anvendes	  til	  at	  behandle	  sider	  af	  det	  valgte	  
virkelighedsområde.	  En	  model	  indeholder	  objekter	  og	  bestemte	  forhold	  mellem	  disse;	  matematikmodeller	  
indeholder	  matematiske	  objekter,	  fx	  tal,	  figurer,	  funktioner	  og	  forholdet	  mellem	  dem.	  
De	  fleste	  gange	  sker	  der	  et	  informationstab	  inden	  anvendelsen	  af	  matematikken	  på	  det	  valgte	  
virkelighedsområde,	  selv	  i	  forbindelse	  med	  simple	  modeller.	  I	  forbindelse	  med	  modeldannelsen	  er	  det	  
væsentligt,	  at	  man	  har	  styr	  over	  informationstabet	  og	  over	  det,	  der	  skal	  indfanges	  i	  modellen.	  
Bedømmelsen	  af	  informationstabet	  er	  mange	  gange	  en	  stor	  udfordring,	  som	  ikke	  mindst	  kræver	  kendskab	  
til	  komplekse	  teorier.	  
	  
Modeldannelse	  består	  af	  tre	  store	  faser	  -­‐	  udvælgelse,	  idealisering	  og	  matematisk	  repræsentation.	  Man	  kan	  
ikke	  altid	  tydeligt	  skelne	  mellem	  disse	  tre	  faser.	  
Modeldannelsen	  foregår	  ved	  en	  hensigt,	  fx	  at	  fremdrage	  de	  fundamentale	  mekanismer,	  der	  ligger	  bag	  
fremkomsten	  af	  nogle	  fænomener,	  hvis	  konsekvenser	  har	  interesse	  for	  byggeren.	  	  
Modelbyggeren	  skal	  fastlægge,	  hvilke	  elementer	  fra	  virkelighedsområdet	  som	  kan	  tænkes	  at	  have	  interesse	  
for	  denne	  hensigt,	  samt	  hvilke	  kendte	  eller	  tænkte	  koblinger	  mellem	  elementerne	  som	  kan	  være	  væsentlige	  
hertil.	  I	  denne	  forbindelse	  sker	  der	  en	  første	  udvælgelse	  af,	  hvad	  der	  anses	  for	  væsentligt,	  mens	  resten	  
udelades.	  Dermed	  sker	  der	  det	  første	  informationstab.	  	  
I	  næste	  fase	  af	  modeldannelsen	  sker	  der	  en	  idealisering.	  En	  idealisering	  er	  en	  erstatning	  af	  virkeligheden	  
med	  en	  bearbejdet	  virkelighed	  ved	  en	  tilskæring	  af	  de	  udvalgte	  elementer	  og	  koblinger	  fra	  virkeligheden	  
med	  henblik	  på	  at	  gøre	  modellen	  overkommelig	  og	  overskuelig.	  Da	  elementer	  og	  koblinger,	  som	  har	  
betydning	  for	  det	  udsnit	  af	  virkeligheden	  modellen	  vil	  beskrive,	  omdannes	  eller	  bortkastes,	  er	  dette	  et	  ægte	  
informationstab.	  
Først	  efter	  idealiseringen	  tildeles	  de	  udvalgte	  elementer	  og	  koblinger	  en	  matematisk	  repræsentation,	  hvor	  
man	  opstiller	  en	  række	  matematiske	  forudsætninger	  for	  de	  oversatte	  objekter	  og	  koblingerne	  mellem	  dem.	  	  
Disse	  forudsætninger	  og	  antagelser	  gøres	  enten	  pga.	  idealiseringen	  eller	  for	  at	  kunne	  muliggøre	  
formuleringen	  og	  behandlingen	  af	  den	  matematiske	  model.	  	  
Efter	  opstilling	  af	  modellen	  er	  dens	  behandling	  den	  væsentlige	  proces.	  Herunder	  ønskes	  løst	  de	  
matematiske	  problemer,	  som	  er	  opstået	  ved	  modeldannelsen.	  Hyppigt	  er	  dette	  ikke	  muligt,	  og	  dermed	  er	  
man	  nødt	  til	  enten	  at	  foretage	  en	  simplificering	  af	  modellen	  eller	  foretage	  en	  approksimation	  i	  den	  
opstillede	  model.	  I	  begge	  tilfælde	  sker	  der	  et	  informationstab.	  	  
Modelbehandlingen	  slutter	  ideelt	  set	  med,	  at	  de	  resultater,	  der	  opstår	  i	  det	  matematiske	  univers,	  
oversættes	  til	  og	  bedømmes	  som	  resultater	  om	  det	  virkelighedsområde,	  modellen	  repræsenterer.	  
Hvis	  resultaterne	  ikke	  findes	  tilfredsstillende,	  kan	  man	  være	  nødt	  til	  at	  opstille	  en	  ny	  model.	  
93	  
	  
Modelarbejde	  er	  en	  proces.	  Inden	  for	  de	  fleste	  videnskabelige	  felter,	  hvor	  matematiske	  modeller	  benyttes,	  
foregår	  der	  løbende	  en	  udvikling	  af	  matematiske	  modeller	  med	  henblik	  på	  at	  indfange	  stadig	  flere	  af	  feltets	  
fænomener	  i	  en	  matematisk	  beskrivelse.	  
	  
	  
Modelleringskompetence	  og	  modelleringscyklus	  
Vi	  benytter	  i	  rapporten	  definitionen	  af	  modelleringskompetencen,	  som	  vi	  finder	  i	  kompetencerapporten	  
(Niss	  M.	  e.,	  2002).	  Modelleringskompetencen	  har	  to	  dimensioner.	  	  
På	  den	  ene	  side	  ”at	  kunne	  analysere	  grundlaget	  for	  og	  egenskaberne	  ved	  foreliggende	  modeller	  og	  at	  kunne	  
bedømme	  deres	  rækkevidde	  og	  holdbarhed.	  	  Hertil	  hører,	  at	  kunne	  afmatematisere	  foreliggende	  
matematiske	  modeller	  dvs.	  at	  kunne	  afkode	  og	  fortolke	  modelelementer	  og	  -­‐resultater	  i	  forhold	  til	  den	  
situation	  som	  er	  modelleret”	  og	  på	  den	  anden	  side	  ”at	  kunne	  udføre	  aktiv	  modelbygning	  i	  en	  given	  
sammenhæng	  dvs.	  at	  bringe	  matematik	  i	  spil	  og	  anvendelse	  til	  behandling	  af	  anliggender	  uden	  for	  
matematikken	  selv.”	  (Niss	  M.	  e.,	  2002)	  
	  
Med	  matematisk	  modelleringskompetence	  menes	  her	  at	  være	  i	  stand	  til	  selvstændigt	  og	  indsigtsfuldt	  at	  
gennemføre	  en	  hel	  matematisk	  modelleringsproces	  i	  en	  bestemt	  kontekst.	  I	  løbet	  af	  en	  matematisk	  
modelleringsproces	  er	  det	  i	  de	  forskellige	  modelleringssekvenser	  nødvendigt	  at	  være	  i	  besiddelsen	  af	  seks	  
underkompetencer	  (Blomhøj	  &	  Jensen,	  2003),	  som	  beskrives	  nedenfor.	  
Når	  man	  planlægger	  et	  interventionsforløb	  med	  henblik	  på	  udvikling	  af	  modelleringskompetence,	  er	  det	  en	  
fordel	  at	  have	  indsigt	  i,	  hvilke	  måder	  de	  forskellige	  delkompetencer	  kan	  bidrage	  til	  udviklingen	  på.	  	  
I	  artiklen	  Developing	  Mathematical	  Modelling	  Competence:	  Conceptual	  Clarification	  and	  Educational	  
Planning	  (Blomhøj	  &	  Jensen,	  2003)	  sættes	  elevernes	  udvikling	  af	  modelleringskompetence	  i	  forhold	  til	  de	  
seks	  delkompetencer.	  
	  
Beskrivelsen	  af	  dannelsen	  og	  anvendelsen	  af	  en	  matematisk	  model	  består	  i	  seks	  delprocesser,	  som	  
identificeres	  med	  seks	  delkompetencer:	  
a) Formulering	  af	  en	  opgave,	  der	  guider	  eleverne	  til	  at	  identificere	  de	  karakteristiske	  elementer	  af	  det	  
udsnit	  af	  virkeligheden,	  der	  ønskes	  modelleret	  
b) Valg	  af	  relevante	  objekter	  og	  relationer	  fra	  den	  undersøgte	  virkelighed	  og	  idealisering	  af	  disse	  mhp.	  
at	  muliggøre	  en	  matematisk	  repræsentation	  (a	  og	  b	  er	  tilsammen	  identificering	  og	  systematisering	  
hvilket	  vi	  her	  i	  projektet	  vil	  omtale	  som	  præmatematisering)	  
c) Oversættelsen	  af	  disse	  objekter	  og	  relationer	  fra	  deres	  oprindelige	  tilstand	  til	  matematiske	  objekter	  
og	  relationer	  (matematisering)	  
d) Anvendelsen	  af	  matematiske	  metoder	  til	  at	  opnå	  matematiske	  resultater	  og	  konklusioner	  
(problemløsning)	  
e) Fortolkning	  af	  disse	  som	  resultater	  og	  konklusioner	  angående	  det	  virkelighedsudsnit,	  man	  er	  
interesseret	  i	  at	  modellere	  (afmatematisering)	  
f) Evaluering	  af	  modellens	  validitet	  ved	  sammenligning	  med	  observerede	  eller	  forventede	  data	  eller	  
med	  teoretisk	  viden.	  (validering)	  
Disse	  seks	  trin	  og	  forholdet	  mellem	  dem	  er	  illustreret	  på	  følgende	  figur	  (Blomhøj	  &	  Jensen,	  2003):	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FIGUR	  38	  	  MODELLERINGSCYKLUS	  	  
	  	  
Fase	  (a)	  forudsætter	  at	  modelbyggeren	  har	  en	  fænomenologisk	  forståelse	  af	  en	  dynamisk	  proces	  og	  
formulerer	  en	  opgave,	  som	  indsnævrer	  fokus	  på	  den	  opfattede	  virkelighed,	  således	  at	  man	  guides	  igennem	  
en	  matematisk	  modelleringsproces.	  	  
Fase	  (b)	  er	  en	  systematiseringsfase,	  således	  at	  modelbyggeren	  identificerer,	  hvad	  de	  vigtigste	  elementer	  er	  i	  
forhold	  til	  det	  undersøgte	  virkelighedsudsnit.	  
Proces	  (c)	  er	  en	  matematiseringsproces.	  
	  
Den	  bekrevne	  proces	  er	  en	  ideal	  matematisk	  modelleringsproces,	  som	  illustrerer	  de	  strukturelle	  aspekter	  af	  
processen	  og	  kan	  være	  et	  redskab	  til	  normativt	  at	  definere	  og	  analysere	  en	  matematisk	  
modelleringskompetence.	  	  Under	  matematisk	  modellering	  vil	  man	  de	  fleste	  gange	  gå	  igennem	  alle	  seks	  
sekvenser,	  men	  ikke	  nødvendigvis	  i	  den	  angivne	  rækkefølge.	  Desuden	  vil	  der	  være	  tilfælde,	  hvor	  man	  er	  
nødt	  til	  at	  gentage	  nogle	  faser.	  
	  
I	  planlægningen	  af	  et	  forløb	  med	  henblik	  på	  at	  udvikle	  matematisk	  modelleringskompetence	  skal	  man	  være	  
opmærksom	  på,	  at	  opgaven	  enten	  kan	  give	  eleverne	  en	  følelse	  af	  forvirring	  ”perplexity	  due	  to	  too	  many	  
roads	  to	  take	  and	  no	  compass	  given”	  (Blomhøj	  &	  Jensen,	  2003),	  eller	  at	  eleverne	  kun	  udsættes	  delvis	  for	  at	  
gennemføre	  en	  modelleringsproces.	  Der	  er	  både	  fordele	  og	  ulemper	  ved	  disse	  to	  ydersituationer.	  	  
	  
Eleverne	  skal	  have	  muligheden	  for	  at	  arbejde	  med	  alle	  seks	  delprocesser,	  så	  de	  har	  mulighed	  for	  udvikle	  de	  
vigtige	  delkompetencer,	  det	  er	  nødvendigt	  at	  være	  i	  besiddelse	  af	  i	  forbindelse	  med	  matematisk	  
modellering.	  Arbejdet	  med	  alle	  modelleringssekvenser	  motiverer	  eleverne	  og	  giver	  elevernes	  arbejde	  
autenticitet.	  Denne	  tilgang	  til	  matematisk	  modellering	  kaldes	  en	  holistisk	  tilgang.	  Den	  holistiske	  tilgang	  er	  
meget	  tidskrævende,	  hvilket	  skyldes	  både	  affektive	  faktorer	  og	  mangel	  på	  faktuel	  viden,	  samt	  elevernes	  
begrænsede	  erfaring	  med	  det	  virkelige	  livs	  fænomener.	  	  	  
En	  atomistisk	  tilgang	  er	  en	  tilgang,	  hvor	  man	  koncentrerer	  sit	  arbejde	  om	  matematiseringsprocessen	  og	  
matematisk	  analyse	  af	  modellerne	  (dvs.	  (c)	  og	  (d)	  (evt.	  (e)).	  	  
Arbejdet	  med	  delprocesserne	  (a)	  og	  (b)	  fremmer	  motivationen	  for	  at	  arbejde	  med	  delproces	  (f).	  
Det	  er	  ikke	  tilstrækkeligt	  at	  arbejde	  med	  delprocesserne	  (c),	  (d)	  og	  (e),	  men	  det	  kan	  udvikle	  erfaringer	  med	  
matematisering	  og	  matematisk	  analyse	  af	  modeller	  i	  meningsfulde	  sammenhænge.	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En	  vigtigt	  del	  af	  gennemførelsen	  af	  et	  forløb	  om	  matematisk	  modellering	  er	  den	  dialogbaserede	  vejledning.	  	  
	  
I	  klasserummet	  vil	  der	  være	  mulighed	  for	  at	  danne	  og	  udvikle	  bestemte	  sociomatematiske	  normer,	  som	  har	  
en	  positiv	  indflydelse	  på	  elevernes	  udvikling	  af	  modelleringskompetencen.	  I	  en	  intervention,	  hvor	  der	  
arbejdes	  med	  elever	  en	  ad	  gangen,	  vil	  sociomatematiske	  normer	  ikke	  være	  i	  spil.	  
	  
	  
Relevante	  kompetencer	  i	  forhold	  til	  modelleringskompetencen	  
Modelleringskompetencen	  har	  direkte	  relationer	  til	  repræsentationskompetencen	  og	  problem-­‐
behandlingskompetencen	  (Niss	  M.	  e.,	  2002).	  Begge	  kompetencer	  er	  afgørende	  for	  udøvelsen	  af	  
modelleringskompetencen.	  	  
I	  modelleringskompetencen	  er	  det	  brugen	  af	  matematik	  til	  at	  forstå	  og	  behandle	  problemstillinger	  udenfor	  
det	  matematiske	  domæne,	  der	  er	  centralt.	  Der	  er	  principielt	  tale	  om	  matematisk	  modelleringskompetence,	  
hver	  gang	  matematikken	  bruges	  i	  det	  ekstra-­‐matematiske	  domæne.	  
Behandling	  af	  matematikholdige	  problemstillinger,	  der	  ikke	  nødvendigvis	  kræver	  bearbejdning	  af	  de	  
virkelighedselementer,	  der	  optræder,	  hører	  under	  problembehandlingskompetencen.	  
De	  dele	  af	  modelleringskompetencen,	  der	  vedrører	  selve	  modelbehandlingen,	  er	  tæt	  forbundet	  med	  
problembehandlingskompetencen.	  I	  modelleringskompetencen	  indgår	  mange	  elementer,	  der	  ikke	  primært	  
er	  af	  matematisk	  art,	  fx	  viden	  om	  ekstra-­‐matematiske	  kendsgerninger	  og	  betragtninger,	  beslutninger	  
vedrørende	  modelleringens	  formål,	  hensigtsmæssighed,	  relevans	  for	  stillede	  spørgsmål	  osv.	  
	  
Symbol	  og	  formalismekompetencen	  overlapper	  med	  repræsentationskompetencen,	  men	  adskiller	  sig	  også	  
fra	  denne,	  idet	  der	  i	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen	  er	  fokus	  på	  symbolerne	  og	  deres	  betydning,	  samt	  
håndteringen	  og	  regler	  for	  håndtering	  af	  symbolerne,	  hvor	  repræsentationskompetencen	  handler	  mere	  om	  
at	  forstå	  og	  anvende	  forskellige	  slags	  repræsentationer	  af	  matematiske	  objekter,	  problemer	  eller	  
situationer,	  samt	  at	  kunne	  forstå	  forbindelserne	  mellem	  forskellige	  repræsentationsformer.	  
Vi	  vil	  i	  projektet	  fokusere	  på	  betydningen	  af	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen	  i	  forhold	  til	  udvikling	  af	  
modelleringskompetencen.	  
Symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen	  består	  dels	  i	  at	  kunne	  afkode	  symbol-­‐	  og	  formelsprog,	  i	  at	  kunne	  
oversætte	  frem	  og	  tilbage	  mellem	  symbolholdigt	  matematisk	  sprog	  og	  naturligt	  sprog,	  samt	  i	  at	  kunne	  
behandle	  og	  betjene	  sig	  af	  symbolholdige	  udsagn	  og	  udtryk,	  herunder	  formler.	  	  
	  
I	  modelleringsopgaver	  er	  der	  grundlæggende	  behov	  for	  at	  aktivere	  symbol	  og	  formalismekompetencen,	  fx	  i	  
forbindelse	  med	  håndtering	  af	  symbolsprog,	  dvs.	  omskrivning	  af	  udtryk	  (reduktion	  eller	  ekspansion)	  og	  
brøker	  eller	  omskrivning	  mellem	  symbolholdigt	  sprog	  og	  naturligt	  sprog,	  dvs.	  at	  kunne	  afkode	  en	  
tekstopgave	  og	  opskrive	  sammenhænge	  fra	  teksten	  med	  symboler.	  	  
	  
Didaktisk	  kontrakt	  
I	  forbindelse	  med	  det	  tidligere	  kapitel	  om	  Ræsonnementer	  og	  bevisførelse	  arbejdede	  vi	  med	  Brousseau’s	  
Teori	  om	  Didaktiske	  Situationer,	  hvor	  Brousseau	  benytter	  begrebet	  didaktisk	  kontrakt	  om	  de	  spilleregler,	  
der	  eksisterer	  mellem	  lærer	  og	  elev	  i	  en	  læringssituation.	  Den	  didaktiske	  kontrakt	  er	  ikke	  en	  fysisk	  kontrakt,	  
som	  lærer	  og	  elev	  underskriver,	  men	  en	  uformel	  specifikation	  af	  ansvar	  og	  forventninger	  i	  forhold	  til	  
undervisningen.	  Både	  lærer	  og	  elever	  må	  acceptere	  den	  didaktiske	  kontrakt,	  inden	  undervisning	  kan	  
begynde.	  	  
Elever	  og	  lærer	  kan	  begge	  opleve	  et	  brud	  på	  den	  didaktiske	  kontrakt,	  hvilket	  sker,	  når	  den	  ene	  part	  oplever,	  
at	  den	  anden	  part	  ikke	  overholder	  det	  sæt	  spilleregler,	  som	  begge	  har	  accepteret.	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Hvis	  eleverne	  kender	  den	  didaktiske	  kontrakt	  for	  godt,	  vænner	  de	  sig	  mere	  eller	  mindre	  af	  med	  at	  
reflektere	  over	  faglige	  opgaver.	  Elever	  kan	  opfatte	  opgaver,	  de	  ikke	  umiddelbart	  kan	  løse,	  som	  et	  brud	  på	  
den	  didaktiske	  kontrakt,	  ligesom	  de	  kan	  opfatte	  det	  som	  et	  brud	  på	  den	  didaktiske	  kontrakt,	  hvis	  de	  
udsættes	  for	  en	  type	  opgaver,	  de	  ikke	  er	  vant	  til	  at	  møde,	  eller	  hvis	  opgaverne	  er	  opstillet	  væsentligt	  
anderledes,	  så	  de	  ikke	  umiddelbart	  genkender	  opgavetypen.	  	  Dvs.	  eleverne	  vil	  opleve	  det	  som	  et	  brud	  på	  
den	  didaktiske	  kontrakt,	  hvis	  de	  stilles	  overfor	  opgaver,	  der	  ikke	  ligner	  de	  standardopgaver,	  de	  kender	  fra	  
undervisningen,	  fx	  eksamensopgaver.	  
Ved	  at	  bryde	  den	  didaktiske	  kontrakt	  overfor	  eleven,	  kan	  læreren	  forsøge	  at	  få	  eleven	  til	  at	  bevæge	  sig	  
udenfor	  det	  i	  forvejen	  kendte	  fagområde	  og	  derigennem	  tilegne	  sig	  ny	  viden,	  der	  ligger	  lige	  uden	  for	  
elevens	  nærmeste	  udviklingszone	  (Vygotsky,	  1997).	  Et	  sådant	  brud	  på	  den	  didaktiske	  kontrakt	  kan	  dermed	  
have	  en	  positiv	  effekt	  på	  elevernes	  læring,	  men	  kun	  hvis	  det	  didaktiske	  miljø,	  eleverne	  sættes	  i,	  appellerer	  
til	  viden,	  der	  ligger	  i	  elevernes	  nærmeste	  udviklingszone.	  	  
	  
I	  vores	  overvejelser	  i	  forbindelse	  med	  projektet	  og	  besvarelsen	  af	  problemstillingerne,	  har	  vi	  også	  benyttet	  
andre	  teorier,	  som	  er	  beskrevet	  i	  de	  tidligere	  projekter,	  fx	  Skemp’s	  instrumentelle	  og	  relationelle	  
begrebsforståelse	  (Skemp,	  1979)	  samt	  Anna	  Sfards	  (Sfard,	  1991)	  teori	  om	  internalisering,	  kondensering	  og	  
reificering	  af	  begreber	  og	  placering	  af	  modelleringsopgaverne	  i	  forhold	  til	  SOLO-­‐taksonomien	  (Biggs	  &	  Tang,	  
2011).	  
	  
	   	  
97	  
	  
 Teori	  i	  praksis	  3.4
	  
På	  baggrund	  af	  en	  analyse	  af	  læreplanerne	  for	  matematik	  med	  hensyn	  til	  kraverne	  til	  modellering	  på	  de	  tre	  
stx-­‐niveauer	  hhv.	  C,	  B	  og	  A-­‐niveau,	  har	  vi	  valgt,	  at	  de	  elever,	  vi	  skal	  intervenere	  for,	  skal	  være	  enten	  på	  A-­‐	  
eller	  B-­‐niveau.	  Derfor	  har	  vi	  gennemført	  Detektionstest3	  (se	  bilag	  5.12)	  i	  fire	  2.g	  klasser,	  hvoraf	  de	  3	  klasser	  
er	  studieretninger	  med	  matematik	  på	  A-­‐niveau	  som	  studieretningsfag.	  Det	  fjerde	  hold	  er	  et	  valghold	  på	  B-­‐
niveau,	  hvor	  eleverne	  er	  sammensat	  fra	  flere	  forskellige	  klasser.	  Idet	  alle	  klasserne	  er	  på	  andet	  år,	  vil	  deres	  
niveau	  svare	  nogenlunde	  til,	  at	  de	  alle	  har	  matematik	  på	  B-­‐niveau.	  
Foridentificering	  
I	  besvarelserne	  fra	  alle	  fire	  klasser	  har	  vi	  bemærket	  at	  i	  de	  fleste	  tilfælde,	  hvor	  opgaverne	  lægger	  op	  til	  
opstilling	  af	  ligninger,	  funktioner	  og	  anvendelse	  af	  symboler,	  er	  elevernes	  præstation	  overrraskende	  lav.	  	  
Elevernes	  sprogbrug	  er	  meget	  skematisk	  i	  form	  af	  punktopstilling,	  korte	  sætninger	  eller	  halve	  sætninger,	  
hvor	  resten	  af	  meningen	  overlades	  til	  at	  læseren	  selv	  at	  genskabe.	  Vores	  erfaringer	  fra	  undervisningen	  og	  
vores	  arbejde	  som	  skriftlige	  censorer	  viser,	  at	  eleverne	  nødigt	  vil	  argumentere	  grundigt	  i	  de	  skriftlige	  
besvarelser.	  Til	  de	  skriftlige	  eksaminer	  overlades	  det	  ofte	  til	  censorerne	  selv	  at	  genskabe	  elevernes	  
tankegang.	  Besvarelserne	  af	  Detektionstest3	  er	  i	  overensstemmelse	  med	  vores	  erfaringer.	  
Om	  Detektionstest3	  	  	  
Besvarelserne	  viser,	  at	  eleverne	  i	  høj	  grad	  kan	  besvare	  spørgsmål	  2	  i	  Detektionstest3	  uden	  at	  dokumentere,	  
hvilke	  beregninger	  de	  har	  lavet.	  Deres	  besvarelse	  er	  narrativ,	  og	  kun	  få	  af	  dem	  nævner	  
forstørrelsesfaktoren	  for	  fremstilling	  af	  150	  g	  dressing.	  Dette	  tolker	  vi	  ikke	  som	  en	  mangel	  på	  forståelse	  af	  
den	  matematiske	  kontekst,	  men	  snarere	  som	  et	  udtryk	  for,	  at	  eleverne	  er	  tilbøjelige	  til	  at	  anvende	  
matematiske	  begreber	  mindst	  muligt.	  	  Dette	  ser	  vi	  som	  en	  situation,	  hvor	  der	  er	  eksplicit	  matematik,	  som	  
ikke	  behøves	  at	  forklares	  implicit.	  
Desuden	  bemærker	  vi,	  at	  eleverne	  ikke	  nævner	  enheder	  i	  mellemregningerne	  -­‐	  hvis	  der	  er	  mellemregninger	  
–	  men	  de	  skriver	  enheden	  ”mL”	  i	  konklusionen.	  	  
Spørgsmål	  3	  og	  spørgsmål	  6’s	  matematiske	  struktur	  har	  det	  til	  fælles,	  at	  begge	  opgaver	  omhandler	  to	  
matematiske	  modeller	  for	  det	  samme	  virkelighedsudsnit.	  Forskellen	  består	  bl.a.	  i,	  at	  i	  spørgsmål	  3	  skal	  
eleverne	  tage	  stilling	  til,	  hvilken	  model	  der	  er	  bedst	  i	  forhold	  til	  formålet,	  mens	  eleverne	  i	  spørgsmål	  6	  skal	  
forholde	  sig	  til,	  om	  de	  to	  udsagn	  er	  sande	  eller	  falske.	  
Spørgsmål	  3	  volder	  eleverne	  problemer.	  De	  fleste	  af	  dem,	  der	  svarer	  forkert,	  viser	  mangel	  på	  forståelse	  af	  
forskellen	  melem	  kvartalsrente	  og	  årlig	  rente.	  Det	  tyder	  også	  på,	  at	  eleverne	  ikke	  kan	  huske	  forskriften	  for	  
en	  eksponentiel	  vækst	  eller	  renteformlen.	  
	  
En	  anden	  type	  problem,	  vi	  bemærker	  i	  	  forbindelse	  med	  spørgsmål	  3,	  er,	  at	  eleverne	  aproksimerer	  
resultaterne,	  og	  når	  forskellen	  mellem	  de	  to	  slutbeløb	  er	  lille	  (1020,18𝑘𝑟  i	  forhold	  til	  1020,10𝑘𝑟),  betragter	  
de	  de	  to	  beløb	  som	  værende	  lige	  store.	  Dette	  ser	  vi	  især	  i	  de	  besvarelser,	  hvor	  eleverne	  har	  haft	  en	  empirisk	  
tilgang	  til	  løsningen.	  
I	  besvarelserne	  af	  spørgsmål	  6	  ser	  vi,	  at	  eleverne	  i	  høj	  grad	  reflekterer	  over,	  om	  det	  er	  muligt	  at	  blive	  ved	  
med	  at	  udvinde	  olie,	  dvs.	  en	  validering	  af	  modellerne	  frem	  for	  en	  stillingtagen	  til	  udsagnenes	  sandhed.	  	  
	  
Når	  så	  mange	  elever	  behandler	  disse	  to	  spørgsmål	  forkert	  på	  samme	  vis,	  tænker	  vi,	  at	  der	  må	  være	  noget	  i	  
formuleringen,	  der	  vildleder	  dem.	  I	  spørgsmål	  3	  er	  det	  tilsyndeledende	  samme	  model,	  der	  er	  på	  færde,	  hvis	  
man	  overser	  forskellen	  mellem	  de	  to	  begreber	  (årlig	  rente	  og	  kvartalsrente),	  mens	  der	  i	  spørgsmål	  6	  er	  to	  
udsagn,	  som	  indeholder	  to	  forskellige	  modeller.	  Eleverne	  er	  blevet	  vant	  til,	  at	  der	  stilles	  spørgsmål,	  hvor	  de	  
skal	  vælge	  den	  bedste	  model.	  At	  sætte	  eleverne	  i	  en	  situation,	  hvor	  to	  forskellige	  modeller	  er	  	  præsenteret	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uden	  at	  bede	  dem	  om	  at	  forholde	  sig	  til,	  hvilken	  model	  der	  er	  bedst,	  kan	  opfattes	  som	  et	  brud	  på	  den	  
didaktiske	  kontrakt.	  
I	  spørgsmål	  6	  er	  det	  mere	  tydeligt,	  at	  der	  indgår	  to	  forskellige	  modeller	  end	  i	  spørgsmål	  3.	  Det	  tyder	  på,	  at	  
eleverne	  forsøger	  at	  afkode	  teksten,	  at	  finde	  ren	  matematik	  i	  opgaverne	  og	  at	  lede	  efter	  et	  matematisk	  
værktøj,	  der	  passer	  til	  konteksten.	  	  
Over	  70%	  af	  eleverne	  i	  de	  fire	  klasser,	  som	  deltager	  i	  undersøgelsen,	  kan	  godt	  besvare	  spørgsmål	  4.	  De	  
opstiller	  både	  ligningen	  og	  begrunder	  deres	  svar	  i	  et	  forståeligt	  hverdagssprog.	  Vi	  har	  en	  forestillig	  om,	  at	  
validiteten	  i	  denne	  kontekst	  letter	  elevernes	  tilgang	  til	  besvarelsen,	  da	  det	  logisk	  set	  er	  naturligt,	  at	  der	  er	  
flere	  elever	  end	  lærere	  på	  en	  skole16.	  	  
I	  forbindelse	  med	  besvarelsen	  af	  spørgsmål	  5	  observerer	  vi	  en	  sammenhæng	  mellem	  elevernes	  køn,	  højde	  
og	  antagelse	  af,	  hvor	  høje	  personerne	  på	  billedet	  er.	  De	  høje	  elever	  antager,	  at	  personerne	  på	  billedet	  er	  	  
1,80	  m-­‐2	  m	  høje,	  mens	  de	  lave	  elever	  antager,	  at	  personerne	  på	  billedet	  er	  ca.	  1,60	  m	  høje.	  Igen	  bemærker	  
vi,	  at	  besvarelserne	  er	  narrative,	  og	  nogle	  elever	  støtter	  sig	  til	  markeringer	  på	  billedet	  uden	  at	  begrunde,	  
hvordan	  de	  kom	  frem	  til	  resultatet.	  Desuden	  er	  der	  ingen	  af	  eleverne,	  der	  tager	  i	  betragtning,	  at	  det	  er	  en	  
perspektivtegning.	  Dette	  tyder	  på,	  at	  nogle	  få	  elever	  ikke	  forstår,	  hvad	  spørgsmålet	  går	  ud	  på,	  og	  hvilket	  
svar	  der	  forventes	  af	  dem,	  når	  de	  skriver,	  at	  bygningen	  er	  lige	  så	  høj	  som	  de	  andre	  bygninger	  på	  billedet,	  
uden	  yderligere	  forklaringer.	  	  
Der	  er	  stor	  forskel	  klasserne	  imellem	  på	  elevernes	  præstation	  i	  forbindelse	  med	  valideringsdelen	  i	  dette	  
spørgsmål.	  Den	  ene	  klasse	  klarer	  sig	  rigtig	  godt,	  men	  den	  anden	  slet	  ikke	  berører	  problemstillingen.	  
Arbejdet	  med	  modellering	  i	  undervisningen	  er	  sandsynligvis	  forskelligt	  i	  de	  to	  klasser.	  
	  
Under	  50%	  af	  eleverne	  kan	  besvare	  spørgsmål	  7.	  De	  fleste	  af	  dem	  viser	  tegn	  på,	  at	  de	  blot	  anvender	  
definitionen	  af	  begrebet	  gennemsnit	  af	  to	  tal.	  De	  adderer	  farten	  op	  ad	  bakken	  med	  farten	  ned	  ad	  bakken	  og	  
dividerer	  resultatet	  med	  to.	  	  
	  
I	  forbindelse	  med	  besvarelsen	  af	  spørgsmål	  8	  er	  der	  flere	  elever,	  der	  benytter	  en	  todimensional	  tegning	  af	  
pizzaerne,	  som	  idealiseres	  som	  to	  cirkler.	  Det	  virker	  som	  om	  at	  de	  fleste	  af	  de	  elever,	  som	  ikke	  løser	  
opgaven,	  har	  svært	  ved	  at	  huske	  formlen	  for	  cirklens	  areal.	  Der	  er	  også	  mange	  elever,	  som	  ikke	  tager	  i	  
betragtning,	  at	  det	  er	  prisen	  pr	  areal,	  de	  skal	  se	  på.	  De	  finder	  i	  stedet	  forholdet	  mellem	  prisen	  og	  
diameteren.	  
Få	  elever	  beregner	  i	  første	  omgang	  de	  to	  arealer	  og	  benytter	  derefter	  resultaterne	  til	  	  narrativt	  at	  
argumentere	  for,	  hvorfor	  det	  er	  en	  fordel	  at	  købe	  pizzaen	  med	  den	  største	  diameter.	  	  
	  
Sandsynligvis	  har	  de	  fleste	  elever	  en	  bedre	  forståelse	  af	  matematiske	  opgaver,	  der	  indeholder	  grafiske	  
repræsentationer	  til	  at	  beskrive	  en	  ekstra-­‐matematisk	  problemstilling.	  Dette	  understøttes	  af	  besvarelserne	  
af	  spørgsmål	  9,	  10	  og	  13.	  I	  alle	  tilfælde	  er	  der	  kun	  få	  elever,	  som	  har	  vanskeligheder	  med	  tolkning	  af	  
graferne.	  
	  
De	  fleste	  elever,	  som	  tydeligt	  viser	  vanskeligheder	  med	  matematiseringen	  i	  spørgsmål	  8,	  har	  også	  
vanskeligheder	  med	  matematiseringen	  i	  spørgsmål	  11.	  	  
	  
Mange	  af	  eleverne	  har	  en	  empirisk	  tilgang	  til	  spørgsmål	  12.	  Det	  er	  de	  færreste,	  der	  argumenterer	  for,	  
hvordan	  de	  er	  kommet	  frem	  til	  løsningen.	  De	  har	  højst	  sandsynligt	  forstået	  problemstillingen,	  men	  deres	  
dokumentation	  er	  næsten	  ikke	  til	  stede.	  Det	  er	  ikke	  tydeligt,	  om	  eleverne	  har	  gættet	  sig	  frem	  ved	  at	  afprøve	  
flere	  tal	  og	  sætte	  dem	  ind	  i	  formlen,	  eller	  om	  de	  har	  opereret	  med	  variable	  uden	  at	  skrive	  dem.	  Det	  er	  også	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
16	  Spørgsmål	  4:	  På	  en	  bestemt	  skole	  er	  der	  seks	  gange	  så	  mange	  elever	  som	  lærere.	  Opskriv	  en	  formel,	  der	  udtrykker	  
sammenhængen	  mellem	  antallet,	  E,	  af	  elever	  og	  antallet,	  L,	  af	  lærere.	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muligt,	  at	  de	  har	  benyttet	  sig	  af	  grafisk	  repræsentation,	  men	  dette	  kan	  vi	  ikke	  påvise	  pga.	  manglende	  
mellemregninger	  eller	  yderligere	  dokumentation	  for	  resultatet.	  	  
	  
Modelleringsopgaverne	  er	  komplekse	  opgaver	  og	  kræver,	  at	  eleverne	  har	  en	  dyb	  forståelse	  af	  et	  bredt	  
spektrum	  af	  matematiske	  objekter/	  begreber,	  som	  de	  kan	  vælge	  imellem.	  Eleverne	  skal	  kunne	  have	  indsigt	  i	  
de	  matematiske	  objekters	  egenskaber,	  og	  de	  skal	  kunne	  kende	  forskellen	  mellem	  modellerne	  for	  at	  træffe	  
en	  kvalificeret	  beslutning	  om,	  hvilken	  model	  der	  passer	  bedst	  til	  det	  ekstra-­‐matematiske	  domæne,	  der	  
ønskes	  modelleret.	  Dette	  kan	  placeres	  i	  forhold	  til	  SOLO-­‐taksonomien	  (se	  bilag	  5.13)	  på	  et	  relativt	  højt	  
niveau.	  De	  bekrevne	  krav	  til	  modelleringsopgaverne	  genfinder	  vi	  i	  beskrivelsen	  af	  en	  relationel	  
dybdeforståelse,	  som	  er	  en	  del	  af	  den	  kvalitative	  fase.	  
I	  mange	  tilfælde	  er	  elevernes	  forståelse	  af	  de	  nødvendige	  matematiske	  begreber	  ikke	  tilstrækkelig	  til	  at	  
kunne	  anvende	  dem	  i	  en	  modelleringsopgave.	  	  Det	  tyder	  på,	  at	  elever,	  som	  har	  internaliseret	  og	  er	  på	  vej	  til	  
en	  reificering	  af	  et	  matematikbegreb,	  lettere	  vil	  kunne	  løse	  modelleringsopgaver	  end	  elever,	  som	  kun	  har	  
opnået	  en	  instrumental	  forståelse	  af	  begreberne.	  
De	  fleste	  modelleringsopgaverne,	  som	  eleverne	  præsenteres	  for	  på	  gymnasielt	  niveau	  appellerer	  til,	  at	  
modelbyggeren	  skal	  kunne	  skifte	  mellem	  de	  ekstra-­‐matematiske	  og	  matematiske	  domæner,	  ligesom	  de	  skal	  
kunne	  skifte	  mellem	  forskellige	  repræsentationer.	  Elever,	  som	  kan	  skifte	  mellem	  symboler	  og	  narrativ	  
beskrivelse,	  kan	  lettere	  indføre	  relevante	  variable	  i	  forbindelse	  med	  matematiseringsfasen.	  
Rettekriterier	  for	  Detektionstest3	  
Vi	  har	  opdelt	  alle	  spørgsmålene	  i	  Detektionstest3	  i	  de	  fem	  faser	  i	  modelleringscyklussen:	  
præmatematisering,	  matematisering,	  problemløsning,	  afmatematisering	  og	  validering,	  og	  tildelt	  
opgavebesvarelserne	  point	  til	  disse	  faser	  (se	  Figur	  39).	  I	  denne	  faseinddeling	  har	  vi	  taget	  udgangspunkt	  i	  
Mogens	  Niss’	  kommentarer	  til	  opgaverne.	  	  	  
Det	  er	  ikke	  alle	  opgaverne,	  der	  indeholder	  alle	  fem	  faser	  fra	  modelleringscyklussen,	  hvorfor	  vi	  har	  udeladt	  
disse	  faser	  ved	  de	  enkelte	  spørgsmål	  som	  beskrevet	  i	  tabellen	  nedenfor.	  Der	  skal	  bemærkes,	  at	  antal	  
spørgsmål,	  som	  kræver	  de	  forskellige	  modellerings	  delkompetencer,	  varierer	  meget,	  fx	  optræder	  
matematisering	  i	  12	  spørgsmål	  ud	  af	  de	  13,	  mens	  valideringen	  er	  på	  færde	  i	  kun	  3	  af	  spørgsmålene.	  	  
	  
Spørgsmål	   Præmatematisering	   Matematisering	   Problemløsning	   Afmatematisering	   Validering	  
1	   X	   X	   	   X	   	  
2	   X	   X	   X	   X	   	  
3	   X	   X	   X	   X	   	  
4	   X	   X	   	   	   	  
5	   X	   X	   X	   X	   X	  
6	   X	   X	   X	   X	   	  
7	   X	   X	   X	   X	   	  
8	   X	   X	   X	   X	   	  
9	   	   X	   	   	   X	  
10	   X	   X	   	   	   X	  
11	   X	   X	   X	   X	   	  
12	   	   	   X	   X	   	  
13	   X	   X	   	   X	   	  
Mulige	  point	   11	   12	   8	   10	   3	  
FIGUR	  39	  RETTESKEMA	  TIL	  DETEKTIONSTEST3	  -­‐	  FASERNE	  FRA	  MODELLERINGSCYKLUSSEN	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Ved	  gennemgangen	  af	  elevernes	  besvarelser	  har	  vi	  tildelt	  1	  point	  til	  hver	  af	  de	  faser	  i	  
modelleringscyklussen,	  som	  vi	  har	  skønnet,	  eleven	  har	  demonstreret	  i	  besvarelsen	  af	  opgaven.	  
Præmatematiseringsfasen	  har	  fået	  tildelt	  point,	  hvis	  vi	  har	  skønnet,	  at	  eleven	  har	  forstået	  opgavens	  
problemstilling.	  
Matematiseringsfasen	  har	  fået	  point,	  hvis	  vi	  har	  set	  tydelig	  brug	  af	  matematiske	  symboler	  og/eller	  formler.	  
Problemløsning	  har	  fået	  point,	  hvis	  der	  var	  vist	  beregninger,	  der	  har	  resulteret	  i	  et	  korrekt	  svar.	  	  
Afmatematisering	  er	  blevet	  belønnet	  med	  et	  point,	  hvis	  det	  matematiske	  resultat	  er	  efterfulgt	  af	  en	  korrekt	  
enhed	  eller	  en	  beskrivelse	  af	  resultatet	  i	  en	  ekstra-­‐matematisk	  sammenhæng.	  	  
Valideringsfasen	  kommer	  kun	  i	  spil	  i	  tre	  af	  opgaverne,	  hvor	  vi	  har	  set	  på,	  om	  eleverne	  har	  vurderet	  
sandhedsværdien	  af	  deres	  resultat.	  I	  spørgsmål	  9	  og	  10	  er	  der	  tale	  om,	  hvorvidt	  eleverne	  har	  fundet	  den	  
korrekte	  graf	  ud	  fra	  opgaveformuleringen,	  dvs.	  de	  skal	  validere	  noget,	  der	  ikke	  er	  resultat	  af	  deres	  egne	  
beregninger.	  
	  
Resultater	  fra	  Detektionstest3	  for	  fire	  klasser	  
Ved	  sammenligning	  af	  de	  fire	  udvalgte	  klassers	  besvarelser	  af	  Detektionstest3	  (se	  Figur	  40)	  ser	  vi,	  at	  de	  
opgaver,	  der	  har	  lavest	  svarfrekvens,	  er	  spørgsmål	  3,	  5,	  6,	  7,	  8,	  11	  og	  12.	  I	  alle	  disse	  spørgsmål	  forudsættes	  
det,	  at	  eleverne	  opstiller	  udtryk	  og	  kan	  manipulere	  med	  disse	  (fx	  ved	  beregninger)	  for	  at	  svare	  på	  
spørgsmålet.	  Der	  er	  med	  andre	  ord	  fokus	  på	  matematiserings-­‐	  og	  problemløsningsfaserne	  i	  disse	  
spørgsmål.	  	  	  
Der	  hvor	  eleverne	  klarer	  sig	  bedst,	  er	  spørgsmål	  2,	  hvor	  opgaven	  omhandler	  et	  virkelighedsområde,	  som	  
eleverne	  kender	  fra	  deres	  hverdag,	  samt	  spørgsmål	  9,	  10	  og	  13,	  hvor	  der	  optræder	  grafiske	  
repræsentationer,	  som	  eleverne	  skal	  forholde	  sig	  til.	  I	  disse	  opgaver	  er	  der	  ingen	  problemløsningsfase.	  
På	  baggrund	  af	  disse	  resultater	  vælger	  vi	  at	  sætte	  fokus	  på	  matematiserings-­‐	  og	  problemløsningsfaserne	  i	  
modelleringscyklussen.	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FIGUR	  40	  DE	  FIRE	  KLASSERS	  RELATIVE	  RESULTATER	  FRA	  DETEKTIONSTEST3	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Diagnosticering	  	  
I	  udvælgelsen	  af	  elever	  til	  interview	  om	  Detektionstest3,	  har	  vi	  valgt	  at	  have	  fokus	  på	  elever,	  der	  især	  ser	  ud	  
til	  at	  have	  vanskeligheder	  i	  problemløsningsfasen,	  mens	  de	  ikke	  ser	  ud	  til	  at	  have	  særligt	  store	  
vanskeligheder	  med	  præmatematiserings-­‐	  og	  afmatematiserings-­‐faserne	  i	  modelleringscyklussen.	  	  
De	  udvalgte	  elever	  har	  forskellige	  svarniveauer	  i	  forhold	  til	  matematiseringsfasen.	  
Vi	  har	  valgt	  disse	  kriterier	  ud	  fra	  en	  formodning	  om,	  at	  årsagen	  til,	  at	  eleverne	  ikke	  har	  så	  høj	  en	  grad	  af	  
problemløsning	  i	  deres	  besvarelser,	  	  er,	  at	  de	  ikke	  i	  så	  høj	  grad	  inddrager	  symboler	  i	  deres	  besvarelse.	  	  
Detektionstest3	  har	  ikke	  tilstrækkeligt	  mange	  opgaver,	  hvor	  valideringsfasen	  kommer	  i	  spil,	  til	  at	  kunne	  
afgøre,	  om	  eleverne	  har	  alvorlige	  vanskeligheder	  med	  denne	  modelleringsfase.	  Derfor	  vil	  elevernes	  
besvarelse	  i	  forhold	  til	  validering	  ikke	  vægte	  så	  tungt,	  når	  vi	  udvælger	  vores	  elever.	  
Vi	  har	  i	  første	  omgang	  udvalgt	  fire	  elever,	  én	  fra	  hver	  klasse,	  som	  alle	  ser	  ud	  til	  at	  have	  de	  samme	  
vanskeligheder	  med	  modelleringsopgaver	  dvs.	  vanskeligheder	  med	  problemløsnings-­‐	  og	  
matematiseringsfasen.	  
I	  starten	  af	  diagnosticeringen,	  under	  interviewet,	  opdagede	  vi,	  at	  eleverne,	  der	  kommer	  fra	  små	  klasser	  (2x	  
og	  2b),	  har	  færre	  vanskeligheder	  med	  anvendelsen	  af	  grundlæggende	  begreber	  i	  forhold	  til	  eleverne	  fra	  de	  
store	  klasser	  (2y	  og	  2c).	  Vi	  vælger	  at	  arbejde	  videre	  med	  alle	  fire	  elever,	  men	  i	  interventionen	  med	  eleverne	  
fra	  de	  store	  klasser	  (2c	  og	  2y),	  har	  vi	  været	  nødt	  til	  at	  have	  større	  fokus	  på	  grundlæggende	  begreber	  og	  
mindre	  fokus	  på	  modelleringskompetencen.	  Derfor	  er	  deres	  udvikling	  mindre	  relevant	  for	  vores	  
overvejelser	  om	  udvikling	  af	  modelleringskompetence.	  Vi	  vil	  derfor	  i	  projektet	  beskrive	  udviklingen	  for	  to	  
udvalgte	  elever	  fra	  de	  to	  klasser	  2b	  og	  2x	  i	  forhold	  til	  dem	  selv	  og	  i	  forhold	  til	  deres	  klasser.	  På	  
nedenstående	  figurer	  (Figur	  41	  og	  Figur	  42)	  kan	  man	  se	  elevernes	  relative	  resultater	  fra	  Detektionstest3	  for	  
hver	  af	  de	  to	  klasser.	  
	  
	  
	  
FIGUR	  41	  ELEVERNES	  RELATIVE	  RESULTATER	  I	  2B	  
For	  klassen	  2b	  bemærker	  vi,	  at	  de	  elever,	  der	  klarer	  testen	  bedst,	  har	  en	  lige	  god	  præstation	  i	  alle	  faser	  af	  
modelleringscyklussen,	  fx	  Kristian,	  Solveig,	  Thorvald	  og	  Martha.	  De	  elever,	  der	  klarer	  sig	  dårligst,	  har	  enten	  
problemer	  på	  alle	  felter	  eller	  har	  flest	  vanskeligheder	  med	  problemløsningsfasen.	  
Sigrid	  og	  Morten	  er	  den	  type	  elever,	  vi	  er	  interesserede	  i	  at	  arbejde	  med	  i	  projektet.	  
	  
0%	  
10%	  
20%	  
30%	  
40%	  
50%	  
60%	  
70%	  
80%	  
90%	  
100%	  
2B	  BESVARELSE	  I	  PROCENT	  -­‐	  DETEKTIONSTEST3	  
præmat	  
mat	  
prob	  løsn	  
afmat	  
valid	  
103	  
	  
	  
	  FIGUR	  42	  ELEVERNES	  RELATIVE	  RESULTATER	  I	  2X	  
2x	  klarer	  testen	  betydeligt	  bedre	  end	  2b.	  Her	  er	  der	  en	  del	  flere	  elever,	  der	  ikke	  ser	  ud	  til	  at	  have	  samme	  
grad	  af	  vanskeligheder	  med	  modelleringsopgaverne	  som	  i	  2b.	  Vi	  ser	  dog	  samme	  mønster	  i	  deres	  
delkompetencer	  i	  forhold	  til	  modelleringskompetencen,	  dvs.	  dem	  der	  klarer	  sig	  bedst,	  kan	  præstere	  i	  alle	  
faser	  af	  modelleringscyklussen.	  Bennedikte,	  Maria	  og	  Vagn	  er	  potentielle	  elever	  til	  det	  videre	  arbejde	  i	  
projektet.	  
	  
Da	  vi	  som	  tidligere	  nævnt	  ser	  en	  sammenhæng	  mellem	  elevernes	  vanskeligheder	  med	  besvarelsen	  og	  de	  
opgaver,	  der	  lægger	  op	  til	  indførelse	  af	  symboler	  og	  formeludtryk,	  har	  vi	  valgt	  at	  lave	  en	  nærmere	  analyse	  
af	  de	  spørgsmål,	  der	  omhandler	  dette.	  Det	  drejer	  sig	  om	  spørgsmålene	  3,	  4,	  5,	  6,	  7,	  8,	  11	  og	  12.	  Denne	  
analyse	  viser,	  at	  eleverne	  har	  størst	  vanskeligheder	  med	  matematiserings-­‐	  og	  problemløsningsfasen.	  Dette	  
kan	  også	  aflæses	  på	  Figur	  43.	  
	  
	  
FIGUR	  43	  	  BESVARELSE	  AF	  UDVALGTE	  SPØRGSMÅL	  I	  DETEKTIONSTEST3	  SORTERET	  EFTER	  FASERNE	  I	  
MODELLERINGSCYKLUSSEN	  
	  
Det	  er	  bemærkelsesværdigt,	  at	  spørgsmål	  4	  er	  det	  eneste	  spørgsmål,	  hvor	  alle	  eleverne	  godt	  kan	  
matematisere.	  	  
I	  alle	  de	  udvalgte	  spørgsmål	  er	  der	  over	  50%	  af	  eleverne,	  der	  kan	  afmatematisere.	  I	  forhold	  til	  
præmatematisering,	  er	  der	  et	  enkelt	  spørgsmål	  (spørgsmål	  7)	  hvor	  svarfrekvensen	  er	  under	  40%	  (for	  2b	  helt	  
nede	  på	  20%),	  mens	  præstationen	  i	  de	  andre	  spørgsmål	  ligger	  over	  50%.	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Det	  er	  kun	  i	  spørgsmål	  5	  der	  forventes	  en	  validering.	  Her	  har	  eleverne	  i	  2b	  ingen	  validering	  med	  i	  deres	  
besvarelser,	  mens	  40%	  af	  eleverne	  fra	  2x	  validerer	  deres	  resultater.	  
Det	  lave	  antal	  elever	  i	  de	  undersøgte	  klasser	  er	  dog	  en	  svaghed	  i	  forbindelse	  med	  de	  statistiske	  resultater	  i	  
analysen.	  
Beskrivelse	  af	  de	  udvalgte	  elever	  
Ud	  af	  de	  potentielle	  kandidater	  har	  vi	  valgt	  de	  elever,	  der	  var	  mest	  motiverede	  for	  at	  deltage	  i	  projektet.	  
Vi	  har	  valgt	  at	  lave	  en	  intervention	  for	  Maria	  og	  Sigrid,	  fra	  hhv.	  2x	  og	  2b,	  og	  analysere	  deres	  udvikling.	  	  
Maria	  
2x	  er	  en	  klasse	  med	  studieretning	  MAA-­‐FyB-­‐KeB	  og	  har	  dermed	  matematik,	  der	  efter	  3.	  g	  afsluttes	  på	  A-­‐
niveau.	  	  
Marias	  matematiklærer	  beskriver	  hende	  på	  følgende	  måde:	  
”Maria	  er	  begavet,	  men	  ikke	  helt	  klar	  over	  det	  :-­‐)	  hendes	  arbejdsmoral	  er	  fin.	  Det	  eneste	  jeg	  kunne	  savne	  er	  
lidt	  pondus	  eller	  stædighed,	  om	  du	  vil.	  En	  vilje	  til	  at	  finde	  ud	  af	  det.	  Standpunkt	  7-­‐10”	  	  
	  
Maria	  opfylder	  vores	  udvalgskriterier,	  idet	  hun	  har	  et	  svarniveau	  i	  præmatematisering	  på	  63,6%	  og	  
afmatematisering	  på	  	  66,7%,	  samt	  et	  svarniveau	  i	  problemløsningen	  på	  50%	  mens	  hun	  svarer	  på	  
matematiseringsdelen	  med	  41,7%.	  Dette	  tolker	  vi	  som,	  at	  Maria	  ikke	  har	  alvorlige	  vanskeligheder	  med	  de	  
grundlæggende	  begreber,	  der	  ville	  kræve	  en	  længerevarende	  intervention,	  før	  man	  vil	  kunne	  registrere	  
fremskridt	  i	  hendes	  matematikforståelse.	  	  
Marias	  besvarelse	  af	  Detektionstest3	  viser,	  at	  hun	  ikke	  dokumenterer	  sine	  udregninger	  ved	  at	  skrive	  
mellemregninger	  eller	  ved	  at	  benytte	  formeludtryk.	  Besvarelsen	  indeholder	  ikke	  symboler,	  bortset	  fra	  i	  
spørgsmål	  4,	  hvor	  Maria	  opskriver	  det	  korrekte	  udtryk	  for	  antallet	  af	  lærere	  (L)	  i	  forhold	  til	  elever	  (E)	  𝐸 = 6 ∙ 𝐿.	  	  
Vi	  kan	  se,	  at	  Maria	  ikke	  hindres	  af,	  at	  der	  er	  lang	  tekst	  i	  opgaverne,	  idet	  hun	  besvarer	  alle	  opgaverne	  og	  
også	  gerne	  skriver	  en	  tekst	  selv.	  
I	  flere	  af	  opgaverne	  viser	  Maria	  en	  forståelse	  af,	  hvad	  problemerne	  omhandler,	  og	  hun	  har	  en	  intuitiv	  
tilgang	  til	  at	  løse	  dem.	  	  
Maria	  har	  en	  vis	  forståelse	  af	  modelleringsopgaverne,	  men	  hun	  møder	  udfordringer	  under	  
matematiserings-­‐	  og	  problemløsningsfasen.	  
Vi	  forventer	  derfor,	  at	  Maria	  gennem	  en	  passende	  intervention	  vil	  kunne	  udvikle	  sin	  
modelleringskompetence,	  især	  i	  forhold	  til	  de	  to	  ovennævnte	  faser.	  	  
	  
	  
FIGUR	  44	  MARIAS	  BESVARELSE	  AF	  DETEKTIONSTEST3	  I	  FORHOLD	  TIL	  HENDES	  KLASSE	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Ved	  at	  sammenholde	  Marias	  besvarelser	  med	  hendes	  klasses	  svarprocent	  (se	  Figur	  44)	  ser	  vi,	  at	  Maria,	  
modsat	  en	  del	  af	  sine	  kammerater,	  ikke	  har	  kunnet	  besvare	  opgaverne	  5,	  7,	  8	  og	  11.	  Disse	  opgaver	  er	  alle	  
opgaver,	  hvor	  der	  lægges	  op	  til	  at	  benytte	  formler	  og	  symboler.	  	  
De	  fleste	  af	  de	  opgaver,	  Maria	  svarer	  korrekt	  på,	  er	  der	  en	  stor	  del	  af	  eleverne	  i	  klassen,	  der	  også	  kan	  svare	  
på.	  Den	  eneste	  undtagelse	  er	  spørgsmål	  6	  og	  12,	  hvor	  det	  kun	  er	  ca.	  40%	  af	  eleverne,	  der	  svarer	  korrekt.	  	  
Disse	  to	  opgaver	  går	  ud	  på	  at	  sammenligne	  to	  modeller	  eller	  benytte	  to	  givne	  modeller	  til	  at	  beregne	  et	  
skæringspunkt.	  Maria	  har	  i	  disse	  spørgsmål	  løst	  opgaven	  uden	  en	  tydelig	  matematisering,	  men	  ved	  en	  
empirisk	  tilgang.	  
	  
Interview	  
Efter	  gennemgang	  af	  resultaterne	  fra	  Detektionstest3	  har	  vi	  interviewet	  Maria	  om	  hendes	  besvarelse	  af	  
testen	  for	  at	  indsnævre,	  hvori	  hendes	  vanskeligheder	  består.	  
Maria	  viser	  under	  interviewet,	  at	  hun	  forstår	  opgavernes	  kontekst,	  og	  at	  hun	  godt	  kan	  løse	  opgaverne,	  men	  
at	  hun	  er	  meget	  lidt	  opsat	  på	  et	  bringe	  matematikken	  i	  spil,	  og	  hun	  kan	  næsten	  ikke	  tvinges	  til	  at	  anvende	  
symboler	  eller	  opskrive	  formler,	  der	  kan	  benyttes,	  til	  at	  løse	  opgaven	  på	  en	  mere	  generel	  matematisk	  
måde.	  Dette	  tolker	  vi	  som	  en	  instrumentel	  forståelse	  af	  og	  empirisk	  tilgang	  til	  problemløsningen.	  	  
Maria	  har	  ikke	  vanskeligheder	  med	  at	  løse	  problemet,	  når	  det	  først	  står	  klart	  for	  hende,	  hvad	  det	  er,	  
opgaven	  går	  ud	  på,	  men	  hun	  støder	  på	  problemer,	  når	  hun	  ikke	  møder	  standardopgaver,	  da	  hun	  ikke	  ved,	  
hvad	  der	  forventes,	  og	  dermed	  har	  hun	  meget	  svært	  ved	  at	  finde	  ud	  af,	  hvilken	  metode	  hun	  skal	  anvende	  
for	  at	  løse	  opgaven.	  
	  
I	  det	  følgende	  udsnit	  fra	  interviewet	  med	  Maria	  ser	  vi,	  hvordan	  Maria	  benytter	  sig	  af	  små	  mellemregninger	  i	  
sin	  problemløsning,	  hvor	  der	  ikke	  benyttes	  symboler	  eller	  tegn	  undervejs.	  
	  
Spørgsmål	  7	  	  	  	  
M:	  Så	  siger	  man	  bare	  3+6	  og	  deler	  med	  to	  
L:	  Hvis	  jeg	  siger,	  det	  ikke	  er	  den	  rigtige	  metode	  –	  kunne	  man	  sætte	  	  
noget	  matematik	  på,	  eller	  lave	  en	  udregning?	  
Hvad	  vil	  være	  interessant	  at	  finde	  ud	  af?	  
M:	  Hvor	  lang	  tid	  det	  tager.	  
L:	  Ja	  –	  hvor	  lang	  tid	  vil	  det	  tage	  for	  Rikke	  at	  gå	  4	  km	  op	  ad	  bakken?	  
M:	  En	  time	  og	  et	  kvarter	  
L:	  Prøv	  at	  skrive	  ned	  hvordan	  du	  udregner	  det	  
M:	  !!	  for	  hun	  går	  4	  km	  og	  hun	  går	  3	  km/t	  
L:	  Så	  det	  giver	  !!       …         !!	  hvad?	  
M:	  Øh…	  
L:	  Er	  der	  nogle	  enheder	  på?	  
M:	  Det	  må	  være	  time	  
L:	  Så	  lang	  tid	  er	  hun	  om	  at	  gå	  op.	  
M:	  Så	  den	  dobbelte	  fart	  så	  må	  det	  være	  !!,	  så	  bliver	  det	  !!	  	  
L:	  Så	  hvor	  lang	  tid	  er	  hun	  om	  at	  gå?	  
M:	  1,5	  timer	  …hhmmm	  2	  timer	  
L:	  Hvad	  har	  hendes	  gennemsnitsfart	  været?	  
M:	  Der	  er	  4	  km	  opad	  
L:	  Hvor	  langt	  er	  der	  så	  ned?	  
M:	  4km	  –	  så	  er	  det	  8km	  på	  2	  timer,	  så	  må	  hun	  gå	  4km/t	  
L:	  Hvis	  nu	  det	  havde	  været	  en	  afleveringsopgave	  –	  hvordan	  ville	  du	  så	  have	  skrevet?	  	  
FIGUR	  45	  MARIAS	  BESVARELSE	  AF	  
SPØRGSMÅL	  7	  UNDER	  INTERVIEWET	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M:	  Jeg	  ville	  have	  lavet	  noget	  tekst	  og	  regnet	  ud.	  
	  
Vi	  ser	  her,	  at	  Maria	  foretrækker	  en	  narrativ	  tilgang	  til	  problemløsningen	  frem	  for	  en	  symbolsk	  tilgang.	  
	  
Det	  er	  dog	  muligt	  gennem	  dialog	  at	  få	  Maria	  til	  at	  opskrive	  kendte	  formler	  og	  benytte	  disse	  til	  
beregningerne	  i	  opgaven	  med	  pizzaernes	  størrelse.	  Vi	  ser	  her,	  at	  Maria	  udmærket	  er	  i	  stand	  til	  at	  
præmatematisere	  og	  afmatematisere,	  og	  at	  hun	  kan	  føres	  til	  at	  matematisere	  opgaven	  for	  at	  løse	  
problemet.	  
	  
	  
Spørgsmål	  8	  	  	  	  
L.	  Du	  skal	  vise,	  hvordan	  du	  kommer	  frem	  til	  dit	  resultat	  –	  så	  her	  er	  du	  nødt	  til	  at	  vise,	  hvordan	  du	  regner.	  
L:	  Hvad	  vil	  du	  sige	  svaret	  er?	  	  	  
M:	  Den	  store	  er	  bedst.	  
L:	  Så	  vil	  jeg	  gerne	  se	  udregningen,	  der	  viser,	  at	  det	  er	  svaret.	  
M:	  Ja	  –	  ha,	  så	  skal	  vi	  vel	  have	  fundet	  noget	  med	  noget	  omkreds	  eller	  
noget.	  
L:	  Ja	  –	  måske	  -­‐	  Hvad	  er	  man	  mest	  interesseret	  i,	  hvis	  man	  skal	  finde	  ud	  
af,	  hvornår	  man	  får	  mest	  pizza	  for	  pengene	  –	  er	  det	  omkredsen	  eller…	  
M:	  Det	  er	  nok	  arealet	  
L:	  Ja	  –	  hvad	  er	  formlen	  for	  arealet	  af	  en	  cirkel?	  
M:	  Det	  er	  2 ∙	  	  	  …	  	  nej	  det	  er	  𝑟! ∙ 𝜋  
L:	  Prøv	  at	  skrive	  det	  op	  
M:	  Skriver	  15! ∙ 𝜋	  
L:	  Øh..	  Nåh	  –	  du	  er	  i	  gang	  med	  at	  regne	  den	  ud	  
M:	  Den	  store	  er	  20! ∙ 𝜋	  
L:	  (Udregner	  arealerne	  til	  225𝜋	  og	  400𝜋)	  
L:	  Hvad	  vil	  du	  så	  gøre	  
M:	  Dele	  med	  kroner	  (skriver	  i	  samme	  linje	  som	  før)	  dele	  med	  30	  
L:	  Må	  man	  godt	  skrive	  det	  i	  samme	  linje	  
M:	  Nej	  –	  skriver	  nedenunder	  !!"!!" = 7,5𝜋  𝑜𝑔 !""!!" = 10𝜋  
L:	  Hvilken	  enhed	  har	  vi	  på?	  
M:	  Det	  må	  være	  areal	  pr	  krone,	  og	  det	  må	  være	  cm	  eller	  kvadratcentimeter	  
M:	  Man	  kan	  se,	  at	  man	  får	  mere	  pr	  krone	  ved	  den	  store.	  
	  
Vi	  ser	  tegn	  på,	  at	  Marias	  vanskeligheder	  med	  modellering	  ligger	  i	  matematiseringsfasen	  i	  højere	  grad	  end	  i	  
problemløsningsfasen,	  idet	  hun	  fint	  er	  i	  stand	  til	  at	  løse	  ligningerne,	  der	  opnås.	  Problemet	  for	  Maria	  er,	  når	  
hun	  har	  læst	  og	  forstået	  opgavens	  kontekst,	  at	  omsætte	  den	  til	  matematik	  dvs.	  matematiseringsfasen.	  
Maria	  viser	  ingen	  vanskeligheder	  med	  præmatematisering	  eller	  afmatematisering.	  
	  
Sigrid	  
Sigrid	  går	  i	  en	  klasse	  med	  studieretning	  MAA-­‐FyB-­‐KeB	  og	  har	  dermed	  matematik,	  der	  skal	  afsluttes	  på	  A-­‐
niveau	  efter	  3.	  g.	  Hendes	  matematiklærer	  beskriver	  hende	  på	  følgende	  måde:	  
	  
”Fagligt	  er	  Sigrid	  overordnet	  set	  en	  middelmådig	  elev.	  Hun	  kan	  i	  de	  fleste	  tilfælde	  løse	  typeopgaver,	  når	  
først	  hun	  ved,	  hvad	  de	  går	  ud	  på,	  og	  har	  fået	  forklaret,	  hvordan	  de	  løses.	  Hun	  har	  ofte	  svært	  ved	  
selvstændigt	  at	  matematisere	  en	  problemstilling	  eller	  selvstændigt	  at	  omsætte	  matematisk	  teori	  til	  praksis.	  
FIGUR	  46	  MARIAS	  BESVARELSE	  
AF	  SPØRGSMÅL	  8	  UNDER	  
INTERVIEWET	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Hun	  er	  temmelig	  stille	  i	  timerne	  og	  markerer	  sjældent.	  Under	  opgaveregning	  er	  hendes	  indsats	  noget	  
svingende.	  Hun	  lader	  sig	  forholdsvis	  nemt	  distrahere,	  især	  når	  hun	  finder	  opgaverne	  svære.	  Ofte	  skal	  hun	  
have	  et	  lille	  skub	  for	  at	  gå	  i	  gang	  med	  arbejdet.	  
Sigrid	  har	  et	  stabilt	  fremmøde	  uden	  betydeligt	  fravær.	  	  
De	  skriftlige	  afleveringer	  er	  punktlige	  og	  ligger	  som	  regel	  til	  7	  eller	  et	  lille	  10-­‐tal.	  
Hun	  er	  mere	  fokuseret	  på,	  hvordan	  man	  løser	  opgaver,	  end	  på	  den	  teoretiske	  side	  af	  matematikken.”	  
	  
Sigrids	  beskrivelse	  understøtter	  hendes	  interesse	  i	  at	  deltage	  i	  projektet	  og	  harmonerer	  med	  det,	  vi	  ser	  i	  
besvarelsen	  af	  Detektionstest3.	  
	  
	  
FIGUR	  47	  SIGRIDS	  BESVARELSE	  AF	  DETEKTIONSTEST3	  I	  FORHOLD	  TIL	  HENDES	  KLASSE	  
	  
Når	  vi	  sammenligner	  Sigrids	  besvarelse	  med	  hendes	  klasses	  samlede	  svarprocent	  (se	  Figur	  47),	  ser	  vi,	  at	  de	  
opgaver,	  Sigrid	  ikke	  har	  kunnet	  svare	  korrekt	  på,	  er	  opgaverne	  3,	  6,	  7,	  8	  og	  12.	  Det	  er	  de	  samme	  opgaver,	  
resten	  af	  eleverne	  har	  haft	  vanskeligt	  ved	  at	  besvare	  korrekt.	  Vi	  kan	  også	  se,	  at	  de	  opgaver,	  Sigrid	  svarer	  
korrekt	  på,	  også	  er	  de	  opgaver,	  flest	  i	  klassen	  har	  kunnet	  besvare.	  Dermed	  afviger	  Sigrids	  besvarelse	  ikke	  
væsentligt	  fra	  klassens	  gennemsnitlige	  besvarelse.	  	  
	  
Klassens	  gennemsnit	  efter	  Detektiontest3	  er	  præmatematisering	  på	  69%	  og	  matematisering	  61%,	  
problemløsning	  er	  44%,	  afmatematisering	  på	  67%	  og	  validering	  på	  61%.	  
Sigrid	  besvarer	  55%	  af	  præmatematiseringdelen	  korrekt,	  som	  placerer	  hende	  lige	  over	  den	  første	  kvartil	  i	  
forhold	  til	  sin	  klasse.	  27%	  af	  klassen	  klarer	  sig	  dårligere	  end	  Sigrid	  i	  forbindelse	  med	  matematiseringen,	  hvor	  
hendes	  svar	  ligger	  på	  58%.	  Den	  bedste	  del	  for	  Sigrid	  er	  afmatematiseringen,	  der	  er	  på	  67%.	  	  
Problematiseringsdelen	  er	  Sigrids	  absolut	  dårligste	  præstation	  med	  en	  korrekt	  besvarelse	  på	  25%	  af	  
spørgsmålene.	  I	  2.b	  er	  der	  en	  enkelt	  elev,	  der	  scorer	  mindre	  (0%)	  end	  Sigrid	  i	  forbindelse	  med	  
problemløsningsdelen.	  	  
Sigrids	  resultater	  i	  forbindelse	  med	  Detektionstest3	  viser,	  at	  hun	  har	  brug	  for	  at	  styrke	  sin	  
problemløsningskompetence.	  Vi	  har	  en	  hypotese	  om,	  at	  en	  årsag	  til	  Sigrids	  vanskeligheder	  med	  
problemløsningsfasen	  i	  modelleringscyklussen	  kan	  være	  et	  lavt	  teknisk	  niveau	  af	  symbol-­‐	  og	  
formalismekompetencen.	  	  Vi	  vælger	  ved	  et	  interview	  at	  undersøge	  nærmere,	  hvilke	  vanskeligheder	  der	  får	  
Sigrid	  til	  at	  opnå	  et	  samlet	  resultat	  på	  50%	  ved	  Detektionstest3.	  Vi	  tager	  udgangspunkt	  i	  Detektionstest3’s	  
spørgsmål,	  som	  kræver,	  at	  man	  er	  i	  besiddelse	  af	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen	  i	  forbindelse	  med	  
både	  problemløsnings-­‐	  og	  matematiseringsfasen.	  Herunder	  vælger	  vi	  blandt	  de	  spørgsmål,	  hvor	  vi	  ikke	  har	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et	  klart	  billede	  af,	  hvorfor	  Sigrid	  svarer	  forkert	  eller	  mangler	  at	  svare	  ,	  samt	  hvor	  i	  modelleringsprocessen	  
hun	  oplever	  en	  blokering,	  så	  hun	  ikke	  kan	  komme	  videre.	  Det	  omhandler	  spørgsmål	  3,	  5,	  6,	  7,	  8	  og	  12.	  	  
	  
Interview	  
Under	  interviewet	  kan	  Sigrid	  godt	  komme	  frem	  til	  de	  to	  udtryk	  for	  slutbeløb	  ved	  at	  indsætte	  pengene	  i	  de	  
to	  pengeinstitutter.	  	  Hun	  kan	  meget	  let	  forklare,	  hvad	  opgaven	  går	  ud	  på,	  og	  hvad	  det	  betyder	  at	  sige,	  at	  
den	  ene	  bank	  er	  bedre	  end	  den	  anden.	  Dermed	  viser	  hun,	  at	  hun	  godt	  kan	  præmatematisere	  denne	  
opgave.	  	  
	  
Det	  er	  tydeligt	  at	  Sigrids	  vanskeligheder	  skyldes	  hendes	  mangel	  på	  matematikforståelse	  af	  (kendskab	  til)	  
den	  eksponentielle	  models	  egenskaber,	  i	  dette	  tilfælde	  betydningen	  af	  rentesregning.	  Vi	  betragter	  
modellen	  som	  almen	  kendt	  for	  en	  elev	  på	  Sigrids	  studietrin.	  Sigrids	  instrumentalforståelse	  af	  rentesregning	  
illustreres	  ved	  følgende	  sekvens:	  
	  
Spørgsmål	  3	  
L:	  Hvad	  er	  forskellen	  på	  at	  den	  ene	  rente	  er	  0,25%	  og	  den	  anden	  er	  1%?	  
S:	  0,25%	  er	  en	  fjerdedel	  af	  1%.	  
...	  
S:	  Der	  er	  0,25%	  i	  rente	  hvert	  kvartal	  og	  så	  er	  der	  4	  kvartal	  på	  et	  år,	  så	  ganger	  vi	  0,25	  med	  4	  og	  så	  giver	  det	  
1%.	  
	  
L:	  Hvilken	  formel	  benytter	  man	  for	  at	  beregne	  slutbeløbet,	  når	  der	  er	  rente?	  
S:	  Jeg	  kan	  huske,	  at	  vi	  har	  haft	  den,	  men	  jeg	  kan	  ikke	  lige	  huske,	  hvordan	  det	  ser	  ud.	  
Læreren	  dikterer	  formlen	  og	  Sigrid	  skriver	  	   𝐾! = 𝐾! ∙ 1 + 𝑟 !	  
L:	  Hvordan	  vil	  du	  bruge	  formlen	  i	  de	  to	  tilfælde?	  
S:	  Ja…	  Det	  er	  vist	  noget	  med…at…	  sætte	  1%	  i	  
formlen	  her…	  
L:	  Renten	  er	  0,25%.	  Hvad	  betyder	  det	  i	  tal?	  	  
S:	  …en	  fjerdedel	  …	  
L:	  Hvis	  det	  var	  20%,	  hvordan	  vil	  du	  skrive	  det	  
om	  til	  decimaltal?	  
S:	  0,20	  
L:	  Kan	  du	  gøre	  det	  samme	  med	  0,25%	  ?	  
S:	  Ja,	  det	  giver…	  0,025	  	  
L:	  Prøv	  at	  skrive	  det	  op	  
Sigrid	  skriver	  !,!"!"" .	  
S:..så	  får	  vi	  0,02…nej	  0,0025.	  
Sigrid	  indsætter	  tallet	  i	  formlen,	  således	  at	  𝐾! = 𝐾! ∙ 1 + 0,0025 !  	  	  
L:	  Hvad	  skal	  der	  stå	  på	  n’s	  plads,	  hvis	  der	  går	  to	  år?	  
S:	  Der	  skal	  stå	  2,	  hmm…	  	  
L:	  Hvor	  mange	  terminer	  er	  der	  på	  to	  år?	  
S:	  Det	  er	  8.	  	  
Det	  virker	  som	  om	  hun	  gætter	  sig	  frem.	  
L:	  Hvorfor	  det?	  	  
S:	  Det	  er	  fordi	  der	  er	  4	  terminer	  på	  et	  år.	  
Sigrid	  skriver	  8	  oveni	  n,	  så	  formlen	  rettes	  til	  
FIGUR	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  𝐾! = 𝐾! ∙ 1 + 0,0025 !	  
L:	  Hvordan	  ser	  formlen	  ud,	  hvis	  man	  ser	  på	  den	  anden	  bank?	  
S:	  Så	  er	  0,01	  i	  stedet	  for	  0,0025.	  
Sigrid	  skriver	  den	  generelle	  formel	  igen,	  
hvor	  hun	  indsætter	  renten,	  men	  ikke	  
antal	  terminer	  𝐾! = 𝐾! ∙ 1 + 0,01 !	  
L:	  Hvad	  er	  n?	   	  
S:	  Det	  er	  antal	  kvartaler.	  Er	  det	  antal	  år	  
eller	  kvartaler?	  
L:	  Det	  spørger	  jeg	  også	  om.	  Hvorhenne	  i	  teksten	  kan	  du	  se,	  om	  det	  er	  det	  ene	  eller	  det	  andet?	  
S:	  Det	  er	  så	  år	  her.	  Det	  er	  årlig	  rente.	  
Sigrid	  ændrer	  n	  til	  2	  i	  eksponenten,	  men	  er	  i	  tvivl,	  om	  der	  også	  skal	  skrives	  2	  i	  indekset	  for	  slutbeløbet.	  	  
Sigrids	  usikkerhed	  omkring	  anvendelse	  af	  symboler	  i	  forbindelse	  med	  notation	  kombineret	  med	  en	  
overfladisk	  forståelse	  af	  begrebet	  termin	  og	  små	  vanskeligheder	  med	  procentregning	  er	  sandsynligvis	  
forklaringen	  på,	  at	  hun	  ikke	  har	  besvaret	  opgaven	  i	  Detektionstest3	  ved	  den	  skriftlige	  prøve.	  Vi	  tolker	  det	  
som	  en	  situation,	  hvor	  hun	  viser	  tegn	  på	  en	  lav	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetence.	  	  
	  
L:	  Hvis	  du	  skal	  sige,	  hvilken	  bank	  er	  bedst	  at	  have	  pengene	  i,	  hvad	  vil	  du	  gøre	  matematisk?	  
	  
Sigrid	  har	  svært	  ved	  at	  sammenligne	  de	  to	  udtryk	  for	  beløbet	  efter	  to	  år,	  pga.	  forskellige	  notationer.	  Dette	  
kan	  ses	  ved	  følgende:	  
	  
S:	  Hvis	  jeg	  skal	  sammenligne	  de	  to	  tal,	  skal	  det	  ikke	  stå	  det	  samme	  her	  ?	  
	  Hun	  peger	  på	  𝐾!	  og	  𝐾!.	  
L:	  Hvis	  du	  sammenligner	  disse	  to	  udtryk,	  hvad	  er	  det,	  der	  har	  betydning	  her?	  
S:	  Hmm…	  det	  er	  det	  her	  (hun	  peger	  på	  parentesen	  i	  udtrykket	  til	  venstre)	  og	  det	  her	  (peger	  på	  parentesen	  i	  
udtrykket	  til	  højre).	  
	  
Sigrid	  beregner	  hver	  parentes	  for	  sig	  og	  skriver	  resultaterne	  i	  første	  omgang	  med	  4	  decimaler.	  Desuden	  
afrunder	  hun	  1,02017	  til	  1,0201	  således	  at	  tallene	  er	  lige	  store.	  	  
Læreren	  gør	  Sigrid	  opmærksom	  på,	  at	  hun	  skal	  skrive	  flere	  decimaler,	  før	  hun	  sammenligner	  tallene.	  
L:	  Hvad	  er	  din	  konklusion?	  
S:	  Banken	  Tæsk	  	  er	  bedst.	  
L:	  Hvorfor?	  
S:	  Fordi	  du	  får	  mere	  for	  dine	  penge.	  
L:	  Hvordan	  kan	  det	  være,	  at	  du	  får	  mere	  for	  pengene?	  Du	  startede	  med	  at	  sige,	  at	  der	  er	  4	  kvartaler	  pr.	  år	  	  
og	  0,25% ∙ 4	  er	  1%.	  
S:…	  
Sigrid	  kan	  ikke	  forklare	  hvorfor,	  men	  når	  læreren	  forklarer,	  at	  man	  vil	  få	  rente	  af	  renten,	  virker	  det,	  som	  om	  
hun	  pludselig	  kan	  huske	  idéen	  i	  regnestykket,	  og	  at	  det	  giver	  mening.	  Der	  er	  tegn	  på,	  at	  Sigrids	  forståelse	  af	  
den	  eksponentielle	  models	  betydning	  er	  instrumental.	  	  
	  
Et	  andet	  eksempel,	  som	  bidrager	  til	  vores	  vurdering,	  at	  Sigrid	  er	  i	  besiddelsen	  af	  en	  relativ	  høj	  	  
præmatematiseringskompetence,	  er	  hendes	  svar	  på	  spørgsmål	  5,	  både	  ved	  den	  skriftlige	  prøve	  samt	  under	  
interviewet.	  	  
Sigrid	  kan	  under	  interviewet	  forklare,	  hvorfor	  det	  er	  bedst	  at	  bruge	  manden	  i	  den	  røde	  trøje	  som	  målestok	  
frem	  for	  manden	  i	  den	  hvide	  trøje.	  
FIGUR	  49	  SARA	  ÆNDRER	  N	  TIL	  2	  I	  FORMLEN	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Spørgsmål	  5	  
L:	  Ville	  det	  være	  lige	  så	  godt	  at	  vælge	  manden	  i	  den	  hvide	  trøje	  som	  målestok?	  
S:	  Hvis	  jeg	  valgte	  ham,	  så	  skulle	  det	  være	  mindre,	  for	  han	  står	  længere	  væk	  fra	  bygningen.	  
	  
Det	  er	  et	  eksempel	  på,	  at	  Sigrid	  godt	  kan	  præmatematisere	  situationen,	  har	  kendskab	  til,	  hvad	  det	  betyder,	  
at	  tegningen	  er	  i	  perspektiv	  og	  selvom	  hun	  ikke	  bruge	  begrebet	  ”perspektivtegning”	  i	  forklaringerne,	  er	  de	  
vigtige	  informationer	  og	  dens	  konsekvens	  med	  i	  begrundelsen.	  
	  
Dialogen	  omkring	  spørgsmål	  6	  afslører,	  at	  Sigrid	  har	  vanskeligheder	  med	  matematiseringen.	  
Sigrid	  kan	  godt	  forklare,	  hvad	  opgaven	  omhandler.	  Igen	  er	  der	  ingen	  problemer	  med	  
præmatematiseringsfasen.	  Men	  det	  viser	  sig,	  at	  hun	  har	  svært	  ved	  matematiseringsfasen.	  Dette	  fremgår	  
også	  af	  følgende	  interviewsekvens:	  
	  
Spørgsmål	  6	  
L:	  Hvilken	  slags	  model	  er	  Alis	  model?	  
S:	  Det	  er	  en	  lineær	  model.	  
	  
Sigrid	  kan	  godt	  tolke	  de	  givne	  tal	  i	  forhold	  til	  modellens	  koefficienter	  og	  kan	  matematisere	  i	  en	  vis	  grad,	  så	  
hun	  skriver	  forskriften	  for	  den	  lineære	  model	  op	  𝑓 𝑥 = 1 ∙ 𝑥 + 100,	  men	  hun	  kan	  ikke	  oversætte	  
kodeordet	  ”falde”	  til	  negativt	  fortegn	  for	  koefficienten	  for	  x.	  	  
	  
S:..Hmm..	  
L:	  Efter	  et	  år,	  hvor	  meget	  olie	  er	  der?	  
S:	  Vi	  har	  99.	  (Hun	  peger	  på	  opgaveteksten.)	  
L:	  Kan	  du	  bruge	  formlen	  til	  at	  beregne	  det?	  
S.	  …	  
L:	  Hvordan	  vil	  du	  gøre	  det,	  hvis	  du	  skal	  regne,	  hvor	  meget	  olie	  der	  er	  tilbage	  efter	  et	  år,	  ifølge	  modellen?	  
S:	  1	  i	  stedet	  for	  x,	  så	  får	  jeg	  101.	  (Hun	  virker	  ikke	  tilfreds	  med	  resultatet).	  
L:	  Hvad	  vil	  du	  have	  det	  til	  at	  blive?	  
S:	  99	  
	  
Dette	  ser	  vi	  som	  endnu	  et	  eksempel	  på,	  at	  hun	  har	  vanskeligheder	  med	  matematisering.	  Sigrid	  kan	  først	  
indse,	  at	  hun	  skal	  foretage	  modeljusteringer,	  når	  hun	  ved	  en	  empirisk	  tilgang	  opnår	  resultater,	  der	  er	  større	  
end	  startværdien.	  
	  
L:	  Hvad	  er	  det,	  du	  ikke	  har	  taget	  hensyn	  til?	  Hvad	  vil	  du	  justere	  på?	  
S:	  Så	  skal	  det	  være	  minus	  b…,	  nej	  så	  skal	  det	  være	  –x	  
	  
FIGUR	  50	  SIGRID	  RETTER	  DET	  NEGATIVE	  FORTEGN,	  SÅ	  DET	  STÅR	  FORAN	  1-­‐TALLET	  
Til	  sidst	  kan	  hun	  godt	  opstille	  modellen	  og	  anvende	  symbolerne	  korrekt,	  men	  tilsvarende	  vanskeligheder	  
opstår	  også	  i	  forbindelse	  med	  den	  eksponentielle	  model.	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Under	  interviewet	  har	  vi	  oplevet,	  at	  Sigrids	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetence	  er	  relativ	  lav,	  og	  at	  hun,	  ud	  
over	  vanskeligheder	  med	  problemløsning,	  også	  har	  svært	  ved	  matematiseringsfasen.	  
Vi	  har	  en	  formodning	  om,	  at	  et	  interventionsprogram,	  som	  indeholder	  nye	  typer	  modelleringsopgaver	  med	  
en	  gradvis	  progression	  i	  indhold	  af	  matematisering	  og	  problemløsning	  vil	  afhjælpe	  Sigrids	  vanskeligheder	  
med	  modellering.	  	  
	  
I	  forbindelse	  med	  spørgsmål	  12	  ser	  vi,	  at	  ved	  vejledning	  og	  dialog	  kan	  læreren	  hjælpe	  Sigrid	  til	  at	  vise,	  at	  
hun	  er	  på	  vej	  til	  at	  anvende	  forskellige	  repræsentationer	  af	  de	  matematiske	  objekter.	  	  
	  
	  
	  
FIGUR	  51	  FRA	  EN	  OPGIVENDE	  STILLING	  UNDER	  DETEKTIONSTEST3…	  
	  
Det	  ser	  ud	  til	  (se	  Figur	  51),	  at	  hun	  har	  svært	  ved	  at	  komme	  i	  gang	  med	  modelleringsopgaven,	  sandsynligvis	  
enten	  fordi	  der	  er	  en	  lang	  tekst,	  hun	  skal	  forholde	  sig	  til,	  eller	  fordi	  der	  er	  en	  notation,	  der	  gør	  det	  
besværligt	  for	  hende	  at	  indføre	  variable.	  
Under	  interviewet	  kan	  hun,	  ved	  hjælp	  af	  lærerens	  ledende	  spørgsmål,	  indføre	  variable	  for	  alder	  og	  
anbefalet	  maksimale	  hjertefrekvens,	  samt	  opstille	  de	  to	  ligninger,	  tegne	  en	  skitse	  af	  de	  to	  grafer	  og	  opstille	  
ligningen,	  der	  fører	  til	  den	  matematiske	  løsning.	  (se	  Figur	  52)	  
Så	  her	  ser	  vi	  igen	  et	  eksempel	  på,	  at	  Sigrid	  har	  behov	  for	  et	  interventionsprogram,	  der	  afhjælper	  hendes	  
vanskeligheder	  med	  matematiseringen,	  for	  at	  hun	  også	  kan	  udvikle	  problemløsningskompetencen.	  
	   	   	  
	  
FIGUR	  52	  ...TIL	  FLERE	  MÅDER	  AT	  REPRÆSENTERE	  PROBLEMSTILLINGEN	  PÅ	  UNDER	  INTERVIEWET	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Interventionsforløbet	  	  
Interventionsforløbet	  består	  af	  5-­‐6	  individuelle	  sessioner	  á	  30	  minutter	  og	  er	  primært	  baseret	  på	  
modelleringsopgaver,	  som	  er	  inspireret	  af	  opgaver	  fra	  Pisa	  undersøgelserne	  (PISA,	  2013),	  og	  som	  kræver	  
matematisk	  problemløsning.	  	  
For	  at	  finde	  ud	  af,	  om	  der	  er	  forskel	  på,	  hvordan	  eleverne	  håndterer	  problemløsningsopgaver,	  hvor	  
symboler	  og	  udtryk	  allerede	  er	  opstillede,	  i	  forhold	  til	  opgaver,	  hvor	  de	  selv	  skal	  indføre	  symboler	  og	  
opstille	  formeludtryk,	  har	  vi	  valgt	  at	  præsentere	  eleverne	  for	  opgaver,	  der	  kræver	  den	  samme	  grad	  af	  
problemløsning,	  men	  er	  formuleret	  på	  to	  forskellige	  måder.	  Fx	  spørgsmål	  8	  fra	  Detektionstest3,	  som	  vi	  har	  
omformuleret	  til	  følgende	  opgave:	  
	   𝐴 = 𝜋 ∙ 𝑟!	  𝑂 = 2𝜋 ∙ 𝑟	  𝑝 = 𝑥𝐴	  
a)	  Bestem	  𝐴,	  når	  	  𝑟! = 10  𝑐𝑚	  og	  derefter	  𝑝,	  når	  𝑥 = 10  𝑘𝑟.	  
b)	  Bestem	  𝐴,	  når	  	  𝑟! = 20  𝑐𝑚	  og	  derefter	  𝑝,	  når	  𝑥 = 20  𝑘𝑟.	  
c)I	  hvilket	  tilfælde	  er	  p	  mindst?	  
	  
Vi	  har	  en	  forventning	  om,	  at	  vi	  derved	  kan	  afgøre,	  om	  eleverne	  har	  vanskeligheder	  med	  at	  aktivere	  deres	  
symbol-­‐	  og	  formalismekompetence,	  eller	  om	  det	  er	  problembehandlingskompetencen,	  der	  forhindrer	  dem	  i	  
at	  løse	  opgaverne.	  	  
Vi	  har	  til	  dette	  lavet	  et	  sæt	  opgaver	  (se	  bilag	  5.14),	  der	  er	  tilsvarende	  de	  modelleringsopgaver,	  vi	  vil	  benytte	  
i	  interventionen	  (se	  bilag	  5.15).	  Den	  eneste	  forskel	  er,	  at	  disse	  rene	  opgaver	  er	  friholdt	  for	  stort	  set	  al	  tekst,	  
at	  symboler	  er	  indført,	  og	  relevante	  formeludtryk	  er	  opstillede,	  således	  at	  det	  kun	  er	  selve	  
problemløsningens	  kerneområde,	  der	  står	  tilbage,	  dvs.	  eleverne	  skal	  beregne	  de	  ønskede	  størrelser	  eller	  
løse	  de	  givne	  ligningsudtryk	  for	  at	  svare	  på	  spørgsmålene.	  	  
Når	  vi	  ser,	  hvordan	  eleverne	  klarer	  opgaverne,	  vil	  vi	  tage	  stilling	  til,	  hvilke	  typer	  modelleringsopgaver	  
eleverne	  skal	  arbejde	  med,	  og	  hvilke	  faser	  i	  modelleringscyklussen	  vi	  skal	  have	  mest	  fokus	  på	  i	  
interventionen.	  	  
Desuden	  er	  vi	  opmærksomme	  på,	  med	  hvilken	  sværhedsgrad	  og	  i	  hvilken	  rækkefølge	  vi	  vil	  indføre	  bestemte	  
modelleringsfaser	  i	  interventionen.	  
	  
Som	  det	  vil	  fremgå	  af	  vores	  beskrivelse	  nedenfor	  af	  de	  udvalgte	  elever,	  viser	  det	  sig,	  at	  de	  udvalgte	  elever	  
ikke	  har	  alvorlige	  vanskeligheder	  med	  selve	  problemløsningen,	  men	  at	  problemfeltet	  mere	  handler	  om	  at	  
aktivere	  deres	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetence.	  Vi	  vil	  derfor	  arbejde	  på	  at	  få	  eleverne	  til	  at	  indføre	  
variable	  og	  symboler,	  når	  de	  arbejder	  med	  modelleringsopgaver,	  da	  en	  mere	  systematisk	  tilgang	  til	  
modelleringsopgaverne	  forventes	  at	  kunne	  give	  dem	  et	  større	  overblik	  over	  opgavernes	  kontekst	  og	  
forhåbentlig	  en	  større	  relationel	  forståelse	  af	  modelleringsopgaverne.	  Interventionen	  skal	  derfor	  have	  fokus	  
på	  problematikker	  indenfor	  matematiseringsfasen	  i	  modelleringscyklussen,	  og	  vi	  vil	  ind	  imellem	  lade	  selve	  
problemløsningsfasen	  træde	  i	  baggrunden	  ved	  at	  lade	  eleverne	  benytte	  sig	  af	  deres	  CAS-­‐værktøjer	  til	  selve	  
ligningsløsningen	  for	  på	  den	  måde	  at	  have	  større	  fokus	  på	  matematisering	  og	  selve	  opstillingen	  af	  ligninger	  
mm.,	  der	  skal	  løses.	  	  	  	  
Igennem	  interventionen	  vil	  vi,	  som	  matematikvejledere,	  forholde	  os	  afventende	  og	  lade	  eleverne	  
selvstændigt	  gå	  til	  opgaverne	  og	  eventuelt	  nå	  frem	  til	  konflikter	  i,	  eller	  vanskeligheder	  med	  
problemløsningen.	  Hvis	  en	  sådan	  konflikt	  opstår,	  vil	  vi	  forsøge	  at	  lede	  eleven	  til	  at	  anvende	  generelle	  
formeludtryk	  og	  symboler	  til	  opgaven.	  Konflikter	  kan	  have	  den	  effekt,	  at	  eleverne	  indser	  et	  behov	  for	  
indførelse	  af	  symboler	  (Brousseau	  G.	  ,	  1997).	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Under	  hele	  interventionsforløbet	  arbejder	  vi	  bevidst	  med	  spørgeteknikker,	  der	  gør	  at	  eleverne	  skal	  forholde	  
sig	  reflekterende	  til,	  hvilke	  begreber	  de	  bruger	  og	  hvorfor	  (Sfard,	  1991).	  
Om	  modelleringsopgaver	  til	  interventionen	  
Opgaverne	  til	  interventionen	  er	  lavet	  med	  inspiration	  fra	  Pisa	  opgaver	  (PISA,	  2013).	  Vi	  har	  valg	  en	  række	  
modelleringsopgaver	  fra	  forskellige	  virkelighedsudsnit,	  og	  vi	  har	  efterfølgende	  formuleret	  opgaverne,	  
således	  at	  modelleringen	  i	  højere	  grad	  er	  overladt	  til	  opgaveløseren.	  
Progressionen	  i	  opgaverne	  består	  i	  gradvist	  at	  øge	  antallet	  af	  faser	  fra	  modelleringscyklussen,	  der	  kommer	  i	  
spil	  i	  opgaverne,	  og	  samtidig	  øge	  kompleksiteten	  i	  opgaverne.	  Da	  der	  er	  relativt	  mange	  opgaver,	  er	  det	  ikke	  
planen,	  at	  alle	  opgaverne	  nødvendigvis	  skal	  gennemføres	  under	  interventionen.	  
	  
Drop	  
Vi	  starter	  med	  en	  opgave,	  hvor	  formeludtrykket	  er	  givet	  for	  den	  sammenhæng,	  der	  er	  mellem	  de	  variable	  i	  
opgaven.	  I	  denne	  opgave	  skal	  eleven	  derfor	  blot	  forstå	  teksten,	  uddrage	  de	  relevante	  størrelser	  og	  indsætte	  
disse	  i	  formeludtrykket.	  I	  denne	  opgave	  er	  præmatematisering	  og	  matematisering	  ikke	  i	  spil.	  I	  denne	  
opgave	  skal	  eleven	  udføre	  en	  matematisk	  problemløsning	  og	  efterfølgende	  afmatematisere	  det	  fremkomne	  
resultat.	  
	  
Trappe	  
I	  opgaven	  er	  præmatematiseringen	  stort	  set	  præpareret,	  idet	  figuren	  giver	  et	  billede	  af	  situationen.	  Man	  
kan	  ved	  at	  tælle	  nå	  frem	  til,	  hvor	  mange	  trinhøjder	  der	  er	  på	  trappen.	  Matematiseringen	  består	  i	  at	  
omsætte	  630	  mm	  til	  tallet	  63	  samt	  at	  opstille	  et	  udtryk	  for	  trinhøjden.	  Problemløsning	  og	  afmatematisering	  
er	  også	  på	  færde	  her.	  Der	  forventes	  ingen	  validering	  af	  modellen	  i	  denne	  opgave,	  skønt	  en	  validering	  kan	  
bestå	  i	  at	  vurdere	  om	  trinhøjden	  i	  første	  delspørgsmål	  er	  passende	  i	  forhold	  til	  virkeligheden.	  
	  
DVD	  leje	  
Præmatematiseringen	  går	  ud	  på	  at	  kende	  til	  begreberne	  leje	  og	  medlemsgebyr.	  Det	  er	  væsentligt	  at	  vide	  i	  
denne	  opgave,	  at	  gebyret	  er	  en	  engangsbetaling,	  mens	  lejeprisen	  betales	  pr.	  lånt	  DVD.	  Eleverne	  skal	  også	  
forstå	  betydningen	  af	  præmissen,	  at	  det	  oplyste	  beløb	  omfatter	  medlemsgebyret,	  ligesom	  de	  i	  spørgsmål	  b	  
skal	  antage	  at	  ”det	  kan	  betale	  sig	  at	  være	  medlem”	  betyder,	  at	  det	  er	  billigst.	  
Matematiseringen	  består	  i	  at	  opskrive	  udtryk	  for	  hhv.	  leje	  pris	  for	  medlemmer	  og	  lejepris	  uden	  
medlemskab:	  𝑃! = 3,20 ∙ 𝑑	  og	  𝑃! = 2,50 ∙ 𝑑 + 10,	  hvor	  P	  står	  for	  pris	  og	  d	  for	  antal	  DVD’er.	  
Modelleringen	  består	  primært	  i	  matematisering,	  problemløsning	  og	  afmatematisering.	  	  
	  
Mount	  Fuji	  
Opgaven	  minder	  meget	  om	  spørgsmål	  7	  fra	  Detektionstest3	  (bakken	  i	  Athen),	  men	  her	  spørges	  eleven	  først	  
om	  den	  tid,	  det	  vil	  tage	  at	  gennemføre	  turen.	  På	  den	  måde	  er	  opgavens	  kompleksitet	  mindre	  end	  for	  
spørgsmålet	  i	  Detektionstest3.	  
Præmatematiseringen	  i	  denne	  opgave	  går	  ud	  på	  at	  antage,	  at	  ruten	  op	  og	  ned	  ad	  bjerget	  har	  samme	  
længde.	  I	  opgavens	  formulering	  er	  begrebet	  gennemsnitsfart	  forklaret	  eksplicit,	  dvs.	  at	  der	  tages	  højde	  for	  
pauser	  mm.	  	  
Problemløsningen	  er	  hjulpet	  lidt	  på	  vej,	  idet	  opgaven	  er	  delt	  i	  to	  underspørgsmål,	  der	  kan	  lede	  eleven	  frem	  
til	  den	  korrekte	  måde	  at	  løse	  opgaven	  på.	  
Først	  ønskes	  tiden	  for	  turen	  beregnet	  og	  derefter	  gennemsnitsfarten	  for	  hele	  turen.	  
Afmatematisering	  går	  i	  første	  delspørgsmål	  ud	  på	  at	  omregne	  den	  fundne	  tid	  til	  et	  klokkeslæt.	  I	  andet	  
delspørgsmål	  er	  afmatematisering	  at	  sætte	  enheden	  km/t	  på	  resultatet.	  
Modellen	  er	  i	  denne	  opgave	  til	  dels	  forhåndsvalideret,	  idet	  der	  kun	  findes	  én	  mulig	  model,	  men	  eleverne	  
har	  mulighed	  for	  at	  validere	  modellen	  ved	  at	  anvende	  den	  tid,	  de	  har	  fundet	  i	  første	  delspørgsmål,	  til	  at	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bestemme,	  hvor	  lang	  turen	  har	  været.	  Dette	  vil	  især	  være	  nødvendigt,	  hvis	  eleverne	  har	  benyttet	  den	  
forkerte	  model,	  nemlig	  at	  gennemsnitsfarten	  for	  hele	  turen	  er	  gennemsnittet	  af	  de	  to	  oplyste	  
gennemsnitshastigheder.	  
	  
	  
Cykel	  
Denne	  opgave	  har	  stort	  set	  de	  samme	  faser	  i	  spil	  som	  i	  ovenstående	  opgave	  og	  omhandler	  også	  stort	  set	  
det	  samme	  virkelighedsudsnit.	  
I	  matematisering	  og	  afmatematisering	  skal	  dog	  bemærkes,	  at	  der	  ønskes	  svar	  med	  enheden	  km/t,	  mens	  
tiderne	  angives	  i	  minutter.	  Matematisering	  og	  afmatematisering	  i	  denne	  opgave	  er	  mere	  kompleks	  end	  i	  
forgående	  opgave,	  og	  dermed	  er	  der	  en	  progression	  i	  forhold	  til	  denne.	  
	  
Pariserhjul	  
Præmatematisering:	  eleven	  skal	  for	  det	  første	  vide,	  hvordan	  et	  Pariserhjul	  ser	  ud,	  og	  hvordan	  det	  virker,	  
samt	  skabe	  et	  billede	  af	  situationen	  ud	  fra	  den	  beskrevne	  tekst.	  Eleven	  skal	  desuden	  forstå,	  at	  præmissen	  
”konstant	  hastighed”	  ikke	  kan	  ændres,	  ligesom	  de	  skal	  forstå,	  at	  hjulet	  bevæger	  sig	  i	  positiv	  omløbsretning.	  
Matematiseringen	  er	  til	  dels	  at	  tegne	  en	  figur,	  omsætte	  oplysningen	  om	  udvendig	  diameter	  og	  højde	  over	  
flodbunden	  til	  tallene	  140	  og	  150,	  samt	  at	  en	  diameter	  på	  140	  svarer	  til	  en	  radius	  på	  70.	  
Det	  er	  nødvendigt	  for	  eleven	  at	  huske	  sammenhængen	  mellem	  strækning,	  tid	  og	  hastighed.	  Det	  forventes,	  
at	  eleverne	  opstiller	  udtrykket	  𝑣 = !!"	  ,	  hvor	  𝑣	  betegner	  omdrejningshastigheden	  for	  hjulet	  og	  𝑂	  betegner	  
hjulets	  omkreds.	  
Problemløsningen	  er	  todelt,	  da	  der	  i	  det	  ene	  delspørgsmål	  skal	  beregnes,	  hvor	  højt	  over	  flodbunden	  
Pariserhjulets	  centrum	  befinder	  sig,	  mens	  der	  i	  andet	  delspørgsmål	  skal	  beregnes,	  hvor	  langt	  John	  er	  nået	  til	  
et	  bestemt	  tidspunkt.	  
Det	  første	  delspørgsmål	  kan	  volde	  problemer	  for	  elever,	  som	  har	  vanskeligheder	  med	  
præmatematiseringsfasen,	  idet	  der	  måles	  ud	  fra	  flodbunden	  og	  ikke	  fra	  flodbredden.	  Det	  har	  dog	  ingen	  
betydning	  for	  opgavens	  resultater,	  men	  nogle	  elever	  vil	  måske	  ikke	  kunne	  forholde	  sig	  til	  oplysningens	  
betydning	  i	  forhold	  til	  beregningen	  og	  dermed	  have	  svært	  ved	  at	  svare	  på	  opgaven.	  	  
I	  andet	  delspørgsmål	  skal	  eleverne	  indse,	  at	  det	  ikke	  er	  nødvendigt	  at	  kende	  til	  omkredsen	  af	  hjulet,	  da	  kun	  
tiden	  er	  afgørende	  for	  svaret.	  Eleven	  kan	  dermed	  nøjes	  med	  at	  udregne	  𝑠 = 𝑣 ∙ 𝑡	  og	  dermed,	  at	  der	  gælder,	  
at	  	  = !!" ∙ 30 = !!𝑂	  
Afmatematisering	  går	  ud	  på	  at	  afsætte	  punktet	  på	  en	  figur	  af	  Pariserhjulet	  eller	  at	  forklare,	  at	  John	  vil	  være	  
nået	  tre	  fjerdedele	  af	  vejen	  rundt	  på	  cirklen.	  
Der	  er	  ingen	  validering	  af	  modellen	  i	  denne	  opgave.	  
	  
Sejlskibe	  
Opgaven	  består	  af	  megen	  tekst	  og	  er	  i	  tre	  dele,	  der	  omhandler	  forskellige	  matematiske	  områder	  og	  har	  
forskellige	  sværhedsgrader.	  
Første	  delspørgsmål	  omhandler	  procentregning	  som	  kræver,	  at	  eleven	  husker	  hvordan	  procenttal	  
omregnes	  til	  decimaltal.	  	  
Andet	  delspørgsmål	  omhandler	  trigonometriske	  beregninger	  i	  retvinklet	  trekant	  og	  kræver	  noget	  andet	  af	  
eleven	  i	  forbindelse	  med	  præmatematiseringen	  end	  det	  første	  spørgsmål.	  Matematisering	  kræver,	  at	  
eleven	  kan	  tegne	  situationen	  og	  opstille	  den	  relevante	  trigonometriske	  sammenhæng	  for	  den	  ønskede	  
vinkel.	  
Derudover	  er	  det	  problemløsning	  og	  afmatematisering,	  der	  er	  kernen	  i	  disse	  spørgsmål.	  
Det	  tredje	  delspørgsmål	  kræver,	  at	  eleven	  præmatematiserer	  ved	  at	  afkode	  de	  givne	  oplysninger	  og	  afgøre,	  
hvilke	  der	  er	  relevante	  for	  opgaven,	  og	  hvilke	  oplysninger	  man	  kan	  se	  bort	  fra.	  Opgavens	  sværhedsgrad	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består	  i,	  at	  der	  er	  mange	  oplysninger	  i	  teksten	  og	  faktaboksen,	  der	  ikke	  skal	  benyttes	  til	  at	  besvare	  
problemstillingerne	  i	  opgaven.	  
Matematiseringen	  går	  ud	  på	  at	  opstille	  udtrykkene	  for	  omkostningerne	  uden	  og	  med	  dragesejlet	  hhv.	  𝑈! = 3500000 ∙ 0,42 ∙ 𝑡	  og	  	  	  𝑈! = 𝑈! ∙ 1 − 0,30 ∙ 𝑡 + 2500000	  ,	  hvor	  t	  betegner	  antal	  år.	  
Problemløsningen	  går	  ud	  på	  at	  løse	  ligningssystemet	  og	  finde	  frem	  til	  værdien	  for	  t.	  
Afmatematisering	  vil	  være	  at	  sætte	  enheden	  år	  på	  tallet	  fremkommet	  ved	  problemløsningen.	  
Validering	  er	  ikke	  i	  spil	  i	  denne	  opgave.	  
	  
Pingviner	  
Opgaven	  består	  af	  en	  lang	  tekst.	  	  
Første	  delspørgsmål	  er	  en	  simpel	  procentregningsopgave,	  som	  forventes	  kendt	  for	  eleverne	  i	  forhold	  til	  det	  
studietrin,	  de	  befinder	  sig	  på.	  
Andet	  og	  tredje	  delspørgsmål	  er	  mere	  sofistikerede,	  og	  der	  er	  mange	  oplysninger,	  eleverne	  skal	  forholde	  sig	  
til.	  
Præmatematiseringen	  i	  disse	  spørgsmål	  går	  ud	  på	  at	  acceptere	  de	  forudsætninger,	  der	  opstilles	  for	  
populationens	  størrelse.	  	  
Matematisering	  består	  i	  at	  opstille	  udtryk,	  der	  beskriver	  sammenhængen	  mellem	  antallet	  af	  pingviner	  i	  
kolonien.	  I	  andet	  delspørgsmål	  skal	  man	  opstille	  et	  udtryk	  for	  antallet	  af	  pingviner	  efter	  ét	  år,	  mens	  det	  i	  
tredje	  delspørgsmål	  er	  et	  udtryk	  for	  antallet	  af	  pingviner	  til	  et	  givet	  antal	  år,	  hvis	  udviklingen	  fortsætter.	  Der	  
er	  i	  denne	  opgave	  en	  progression	  fra	  et	  spørgsmål,	  der	  lægger	  op	  til	  en	  empirisk	  tilgang,	  til	  et	  spørgsmål,	  
der	  kræver	  en	  mere	  generel	  tilgang.	  	  
Matematiseringen	  og	  problemløsningen	  er	  her	  det	  centrale,	  idet	  der	  er	  tale	  om	  komplicerede	  udtryk	  med	  
mange	  elementer,	  der	  skal	  opstilles	  og	  løses.	  
Afmatematisering	  vil	  være	  at	  besvare	  opgaven	  med	  en	  tekst,	  der	  indeholder	  det	  fundne	  tal.	  
Validering:	  der	  er	  ikke	  lagt	  op	  til	  en	  validering	  af	  modellen	  i	  denne	  opgave.	  
	  
Intervention	  med	  Maria	  
Vi	  vil	  gerne,	  gennem	  intervention,	  forsøge	  at	  få	  Maria	  bragt	  hen	  imod	  at	  indføre	  variable	  og	  symboler,	  
inden	  hun	  løser	  problemerne,	  da	  en	  mere	  systematisk	  tilgang	  til	  modelleringsopgaver	  vil	  give	  hende	  et	  
større	  overblik	  over	  opgaverne	  og	  en	  større	  relationel	  forståelse	  af	  matematikkens	  virke	  i	  det	  ekstra-­‐
matematiske	  domæne.	  
Vi	  vil	  med	  andre	  ord	  bringe	  Maria	  til	  at	  indse	  nødvendigheden	  af	  en	  matematisering,	  der	  vil	  gøre	  
opgaveløsningen	  lettere	  og	  mere	  overskuelig	  for	  hende.	  
	  
Ved	  første	  interventionssession	  arbejdes	  med	  opgaver	  med	  lineær	  modellering.	  	  
Maria	  har	  meget	  svært	  ved	  at	  se,	  hvad	  opgaverne	  går	  ud	  på,	  og	  det	  tager	  lang	  tid	  at	  nå	  frem	  til	  et	  generelt	  
udtryk	  for	  den	  sammenhæng,	  hun	  skal	  finde	  for	  at	  løse	  problemet.	  Hun	  vil	  meget	  gerne	  gennemføre	  
problemløsningen	  med	  små	  mellemregninger	  uden	  symboler,	  men	  det	  går	  galt	  for	  hende	  flere	  gange.	  
Et	  eksempel	  på	  dette	  ses	  i	  følgende	  opgave	  fra	  interventionen:	  
Antallet	  af	  danskere	  der	  i	  1977	  blev	  dræbt	  i	  trafikken	  var	  840.	  Antallet	  af	  trafikdræbte	  faldt	  derefter	  med	  16	  
om	  året.	  
Hvor	  mange	  trafikdræbte	  var	  der	  i	  år	  2010?	  
Hvilket	  år	  vil	  der	  være	  færre	  end	  400	  trafikdræbte?	  
Kan	  man	  vurdere	  om	  disse	  tal	  er	  korrekte?	  Og	  hvordan?	  
	  
M:	  Så	  tænker	  jeg,	  at	  man	  trækker	  1977	  fra	  de	  2010,	  så	  man	  ser,	  hvor	  mange	  år	  der	  er(udregner	  2010-­‐
1977=33	  år).	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L:	  Så	  der	  er	  gået	  33	  år,	  fra	  man	  har	  startet	  med	  at	  måle.	  
M:	  Så	  skal	  vi	  med	  16	  –	  så	  skal	  man	  sige…	  
L:	  Hvis	  nu	  vi	  igen	  vil	  tænke	  i	  formler	  –	  kunne	  man	  stille	  en	  formel	  op,	  som	  beskriver	  det	  her??	  
M:	  Hmmm…	  (tænker)	  så	  er	  det	  vel…	  
L:	  Ud	  fra	  de	  oplysninger,	  vi	  har	  fået	  
M:	  Så	  bliver	  det	  vel	  16	  gange	  33	  lig	  med	  …	  
L:	  Du	  må	  gerne	  bruge	  lommeregneren	  hvis	  du	  har	  brug	  for	  det	  
M:	  (Udregner)	  16 ∙ 33å𝑟 = 528	  	  hmmm…	  
Jeg	  skal	  vist	  læse	  den	  igen.	  
Så	  skal	  vi	  vel	  sige	  840	  plus	  528	  (udregner	  840 + 528 = 1368)	  (pause)	  Er	  det	  ikke?	  Det	  var	  vel	  a	  ikke?	  
	  
I	  ovenstående	  dialog	  ses	  et	  eksempel	  på	  de	  mellemregninger,	  Maria	  laver,	  der	  viser,	  at	  hun	  ikke	  helt	  har	  
forstået,	  hvad	  det	  er	  hun	  skal	  finde	  ud	  af.	  Hun	  glemmer	  desuden	  at	  sammenholde	  sit	  resultat	  med	  
opgavens	  kontekst.	  Denne	  adfærd	  er	  typisk	  for	  Marias	  tilgang	  til	  opgaverne.	  Maria	  får	  derved	  svært	  ved	  at	  
benytte	  sig	  af	  det,	  hun	  tidligere	  har	  lavet.	  
Det	  er	  tydeligt,	  at	  Maria	  har	  problemer	  med	  at	  arbejde	  videre	  med	  opgaven,	  da	  det	  er	  uklart	  for	  hende,	  
hvad	  det	  er,	  hun	  er	  nået	  frem	  til	  i	  første	  delspørgsmål,	  og	  hvordan.	  
Det	  er	  meget	  langsommeligt	  for	  Maria	  at	  løse	  opgaven,	  og	  hun	  skal	  ledes	  gennem	  opgaveløsningen.	  Marias	  
tilgang	  til	  denne	  opgave	  giver	  et	  billede	  af,	  at	  hun	  også	  i	  nogle	  sammenhænge	  har	  vanskeligheder	  med	  
præmatematiseringen.	  
	  
Som	  nævnt	  tidligere	  vil	  vi	  gerne	  undersøge,	  om	  Marias	  vanskeligheder	  med	  modelleringsopgaver	  skyldes	  
vanskeligheder	  med	  symbolbehandlingskompetencen,	  eller	  om	  de	  skyldes	  vanskeligheder	  med	  
problembehandlingskompetencen.	  Derfor	  ser	  vi	  på	  de	  rene	  opgaver,	  hvor	  modelleringen	  er	  ude	  af	  billedet.	  	  
Vi	  arbejder	  ved	  en	  interventionssession	  med	  følgende	  opgave:	  
Opgave	  2	  𝐺 = 𝑛 ∙ 𝑔	  	  	  	  
Bestem	  g	  når	  𝐺 = 297,5𝑐𝑚	  og	  𝑛 = 17	  
	  3 ∙ 𝑔 + ℎ = 800𝑚𝑚	  	  16 ∙ ℎ + 𝐷 = 700𝑐𝑚	  	  
Bestem	  𝐷	  	  
	  
Maria	  har	  omformet	  formlen	  𝐺 = 𝑛 ∙  	  til	  𝑔 = !!	  og	  har	  udregnet	  værdien	  for	  g = 17,5cm	  
Hun	  kan	  derefter	  gennemføre	  udregningen	  af	  D	  på	  følgende	  måde:	  
	  3 ∙ 𝑔 = 800𝑚𝑚 − ℎ	  	  3 ∙ 17,5 − 800𝑚𝑚 = ℎ	  	  ℎ = 747,5	  	  
	  16 ∙ 747,5 = 7000 − 𝐷  	  (omregner	  700	  cm	  til	  mm)	  16 ∙ 747,5 − 7000 = −𝐷	  	  𝐷 = 4960	  	  
	  
L:	  Hvad	  bliver	  enheden	  på	  dit	  resultat?	  
M:	  Øh…	  
L:	  Du	  har	  regnet	  om,	  så	  de	  700cm	  står	  i	  mm,	  står	  det	  hele	  
så	  i	  millimeter?	  
FIGUR	  53	  MARIA	  KORRIGERER	  SIT	  FORKERTE	  
RESULTAT	  
117	  
	  
M:	  Ømmm…	  Det	  er	  G	  
L:	  G	  er	  i	  cm	  –	  hvor	  har	  det	  indflydelse,	  at	  den	  er	  i	  cm?	  
M:	  På	  g	  
L:	  Hvad	  er	  enheden	  for	  g	  så?	  
M:Ømmm..cm?	  
L:	  Ja	  –	  er	  det	  et	  problem,	  at	  den	  står	  i	  cm?	  
M:	  Ja	  –	  nu	  skal	  jeg	  lige	  se,	  det	  gør	  den	  jo	  heroppe	  (peger	  på	  udregningen	  af	  h).	  Hvis	  jeg	  laver	  det	  der	  om	  til	  
mm(peger	  på	  17,5cm)	  
L:	  Det	  kan	  vi	  godt	  gøre	  –	  hvordan	  vil	  din	  udregning	  så	  komme	  til	  at	  se	  ud?	  
M:	  (Ændrer	  17,5cm	  til	  175mm	  og	  vil	  dernæst	  ændre	  resultatet	  ved	  at	  flytte	  kommaet	  en	  plads	  i	  resultatet))	  
L:	  Er	  du	  HELT	  sikker	  på	  det?	  
M:	  Nej…	  Udregner	  på	  ny	  resultatet	  og	  får	  𝐷 = 2600	  
	  
Maria	  viser	  her,	  at	  hun	  hurtigt	  kan	  løse	  en	  opgave,	  hvor	  formlerne	  er	  opstillede,	  og	  at	  hun	  desuden	  er	  i	  
stand	  til	  at	  validere	  sit	  resultat	  ud	  fra	  de	  givne	  oplysninger	  og	  lave	  en	  fornyet	  problemløsning,	  hvis	  
resultatet	  ikke	  findes	  tilfredsstillende.	  
Vi	  konkluderer	  efter	  denne	  og	  flere	  lignende	  opgaver,	  at	  Maria	  ikke	  har	  de	  store	  problemer	  med	  selve	  
problemløsningsfasen,	  men	  at	  hendes	  vanskeligheder	  snarere	  hænger	  sammen	  med	  en	  manglende	  evne	  til	  
at	  aktivere	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen	  i	  forbindelse	  med	  modelleringsopgaver.	  
	  
Ved	  den	  efterfølgende	  interventionssession	  udsætter	  vi	  Maria	  for	  en	  tilsvarende	  opgave,	  nemlig	  opgaven	  
Trappe	  (se	  bilag	  5.15)	  nu	  i	  en	  tekstversion,	  hvor	  hun	  selv	  skal	  gennemføre	  modelleringen.	  
Opgave	  løsningen	  forløber	  på	  følgende	  måde:	  
	  
Maria	  udregner	  trinhøjden	  ved	  at	  tage	  trappens	  fulde	  højde	  og	  
dele	  med	  antal	  trin.	  Først	  synes	  hun,	  det	  er	  for	  simpelt,	  og	  er	  
derfor	  usikker	  på,	  om	  det	  er	  den	  rigtige	  metode.	  Dernæst	  
bliver	  hun	  usikker	  på	  resultatet	  –	  hun	  synes,	  det	  er	  nogle	  høje	  
trin	  (18cm).	  	  
	  
L:	  Hvor	  meget	  er	  18	  cm	  ca.?	  
M:	  (Viser	  med	  hænderne	  et	  stykke	  på	  ca.	  30	  cm)	  Det	  kan	  måske	  godt	  være,	  det	  er	  fint	  nok.	  
L:	  Fra	  bordet	  af	  er	  det	  der	  ca.	  30	  cm.	  
M:	  (Viser	  ca.	  10	  cm	  to	  gange	  over	  hinanden	  og	  finder,	  at	  det	  nok	  er	  meget	  passende	  med	  trin	  på	  18	  cm)	  
	  
Her	  viser	  Maria	  igen,	  at	  hun	  er	  på	  vej	  til	  at	  validere	  sit	  resultat	  i	  forhold	  til	  virkeligheden.	  
Maria	  har	  svært	  ved	  at	  se,	  hvordan	  hun	  videre	  skal	  gribe	  opgaven	  an,	  og	  hjælpes	  derfor	  i	  gang	  på	  følgende	  
måde:	  
	  
L:	  Måske	  har	  vi	  brug	  for	  at	  skrive	  forskellige	  størrelser	  op.	  Fx	  den	  her	  1	  grundflade	  +	  2	  stigninger	  =	  630	  m,	  
hvad	  kan	  vi	  bruge	  den	  til?	  
M:	  Finde	  en	  af	  dem	  der	  (peger	  på	  grundflade	  eller	  stigning)	  
L:	  Ja	  –	  er	  der	  noget	  af	  det,	  vi	  kender?	  
M:	  Stigningen,	  den	  er	  18	  
L:	  Den	  er	  18	  cm	  det	  har	  vi	  lige	  fundet	  ud	  af	  
M:	  (skriver	  op)𝑔 = 630𝑚𝑚 − 2 ∙ 18	  	  (laver	  
spontant	  mm	  om	  til	  cm	  og	  beregner)	  𝑔 = 27  𝑐𝑚	  
FIGUR	  54	  MARIAS	  UDREGNING	  AF	  
TRINHØJDEN	  I	  OPGAVEN	  TRAPPE	  
FIGUR	  55	  UDDRAG	  AF	  MARIAS	  BESVARELSE	  TIL	  OPGAVEN	  
TRAPPE	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L:	  Hvad	  har	  vi	  så	  fundet	  ud	  af?	  
M:	  Hvad	  grundfladen	  er.	  
L:	  Så	  de	  almindelige	  trin	  er	  27	  cm?	  	  
M:	  Ja	  
M:	  Så	  er	  det	  vel…	  Så	  skal	  vi	  vel	  finde	  ud	  af,	  hvor	  mange	  grundtrin	  der	  er	  
L:	  Ja	  hvor	  mange	  grundflader	  er	  der	  på	  den	  trappe	  der	  har	  14	  trin?	  
M:	  	  13	  vel.	  	  
L:	  Ja	  
M:	  Så…	  (opskriver)	  	  
M.	  hmmm..	  
L:	  Hvad	  har	  du	  regnet	  ud	  så?	  
M:	  Det	  havde	  vi	  vel	  ikke	  behøvet…	  
L:	  Hvad	  er	  det,	  du	  har	  regnet	  ud?	  	  
M:	  Hvor	  langt	  der	  er	  sådan	  her	  (viser	  længden	  af	  trin	  og	  stigninger	  (Zig-­‐zag)).	  	  Vi	  skal	  jo	  egentlig	  ikke	  have	  
stigningerne	  med.	  
	  
Maria	  viser	  her,	  at	  hun	  er	  i	  stand	  til	  at	  afmatematisere	  sit	  resultat.	  
	  
M:	  det	  er	  jo	  egentlig	  bare	  det	  her	  	  (viser	  den	  vandrette	  længde)	  
M:	  (udregner)	  𝐿!"#$ = 27 ∙ 13 = 351	  (Skriver	  derefter	  nedenunder)	  
=49cm	  
	  
Denne	  dialog	  viser,	  at	  uden	  lærerens	  indgriben	  vil	  Maria,	  som	  hun	  
plejer,	  ty	  til	  at	  lave	  små	  mellemregninger,	  der	  måske	  fører	  hende	  til	  
det	  ønskede	  svar,	  men	  også	  nogle	  gange	  leder	  hende	  på	  afveje.	  Vi	  forsøger	  derfor	  at	  få	  Maria	  til	  i	  stedet	  at	  
indføre	  symboler	  og	  formeludtryk	  for	  at	  lave	  så	  generel	  en	  løsning	  som	  muligt.	  
	  
L:	  Hvis	  vi	  vender	  tilbage	  til	  det	  fokus,	  vi	  har	  haft	  nogle	  gange,	  med	  at	  få	  symboler	  og	  formler	  skrevet	  op-­‐	  
kunne	  man	  skrive	  noget	  af	  det	  her	  op	  med	  formler?	  Kunne	  man	  lave	  en	  generel	  formel	  for	  trinhøjden?	  
M:	  (opskriver)	  ℎ!"#$ = !!"#$%&!!"#$ 	  
…	  
L:	  Hvad	  har	  vi	  brug	  for	  at	  skrive	  op	  for	  at	  kunne	  løse	  b?	  
M:	  (peger	  på	  trappereglementet)	  
L:	  Ja	  –	  den	  står	  jo	  med	  ord.	  Det	  vil	  være	  en	  god	  idé	  at	  skrive	  den	  med	  symboler.	  
M:	  Så	  skal	  vi	  lave	  den,	  så	  vi	  har	  isoleret	  g,	  eller	  hvad?	  
L:	  Du	  kan	  også	  skrive	  den	  op,	  som	  den	  stod	  før	  med	  g	  som	  grundflade.	  
M:	  (Opskriver)	    	   	  
L:	  Det	  var	  en	  formel	  –	  har	  vi	  brug	  for	  flere	  formler?	  
M:	  	  (Opskriver)	  𝐿!"#$ = 𝐴!"#$%&'(%)" ∙ 𝑔	  
L:	  Hvis	  vi	  kun	  vil	  indføre	  en	  A	  for	  antal	  trin?	  Kunne	  man	  gøre	  det?	  Kan	  vi	  så	  bruge	  antal	  trin?	  
M:	  Antal	  trin	  minus	  1?	  
L:	  Ja	  
M:	  (Skriver)      𝐿!"#$ = (𝐴!!"# − 1) ∙ 𝑔	  
L:	  Kunne	  vi	  lave	  et	  udtryk	  for	  den	  samlede	  længde?	  Det	  må	  være,	  hvor	  mange	  grundflader	  der	  er.	  Hvad	  
mangler	  vi	  så	  for	  at	  få	  den	  samlede	  længde	  af	  trappen?	  
M:	  Plus	  det	  der	  oppe	  (peger	  på	  det	  øverste	  trin)	  
FIGUR	  56	  ENDNU	  ET	  UDDRAG	  AF	  BESVARELSE	  TIL	  
OPGAVEN	  TRAPPE	  
FIGUR	  57	  MARIAS	  RESULTAT	  TIL	  
OPGAVEN	  TRAPPE	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L:	  Den	  kan	  vi	  kalde	  noget	  så	  
M:	  øh	  
L:	  fx	  𝐿!"#$  ?	  
M:	  (opskriver)  𝐿!"#$ = 𝐴!"#$ − 1 ∙ 𝑔 + 𝐿!"#$	  
	  
Maria	  løser	  nu	  ligningssystemet:	  
	  ℎ!"#$ = !!!"#$	  	   	   	   	   	   	  𝑔 + 2 ∙ ℎ!"#$ = 630𝑚𝑚	  	   	   	   	   	  𝐿!"#$ = 𝐴!"#$ − 1 ∙ 𝑔 + 𝐿!"#$	  	   	   	     	  
	  
Maria	  når	  frem	  til	  et	  generelt	  udtryk,	  indsætter	  de	  kendte	  størrelser	  og	  finder	  en	  forkert	  løsning,	  idet	  hun	  
overser	  enhedsforskellen	  på	  de	  angivne	  størrelser.	  
	  
	  
Maria	  indser	  hurtigt,	  at	  resultatet	  må	  være	  forkert,	  hvilket	  kan	  ses	  af	  følgende	  samtale:	  
	  
L:	  Hvad	  har	  du	  fået?	  
M:	  At	  længden	  af	  det	  sidste	  trin	  er	  minus	  7322	  (griner)	  
L:	  Du	  er	  ikke	  tilfreds	  med	  det	  resultat,	  kan	  jeg	  fornemme?	  
M:	  Nej	  
L:	  Hvad	  går	  galt?	  	  
M:	  (tænker)	  	  
L:	  Hvis	  jeg	  siger,	  at	  du	  har	  isoleret	  rigtigt?	  	  
M:	  Vi	  har	  noget	  mm	  noget	  
L:	  Ja	  de	  630	  var	  mm.	  
M:	  	  Så	  skal	  den	  der	  væk	  (streger	  nullet	  i	  630)	  
L:	  hvorfor	  skal	  den	  væk?	  
M:	  Det	  stod	  i	  mm,	  og	  de	  andre	  står	  i	  cm.	  
	  
Maria	  udregner	  igen	  og	  kan	  nu	  konkludere,	  at	  det	  øverste	  trin	  er	  49	  cm.	  
	  
Igen	  viser	  Maria,	  at	  hun	  undervejs	  validerer	  modellen	  og	  kan	  ændre	  i	  sin	  problemløsning	  for	  at	  korrigere	  
det	  forkerte	  svar.	  Det	  vi	  ellers	  ser,	  er,	  at	  den	  opgave	  Maria	  sagtens	  kunne	  løse,	  når	  formlerne	  var	  givet,	  
volder	  hende	  store	  problemer,	  når	  hun	  selv	  skal	  modellere.	  I	  første	  omgang	  forsøger	  hun	  sig	  lidt	  frem	  med	  
små	  intuitive	  skridt	  (mellemregninger),	  men	  hun	  viser	  senere,	  at	  hun	  godt	  kan	  opstille	  formeludtryk,	  der	  
stemmer	  med	  problemstillingerne	  i	  opgaven.	  Det	  er	  dog	  på	  ingen	  måder	  en	  fremgangsmåde,	  hun	  selv	  
vælger,	  og	  metoden	  er	  ikke	  internaliseret	  hos	  hende.	  
I	  de	  efterfølgende	  interventionssessioner	  arbejder	  vi	  med	  at	  bevidstgøre	  Maria	  om	  det	  smarte	  ved	  
indførelse	  af	  symboler	  og	  en	  mere	  generel	  tilgang	  til	  problemløsning,	  så	  hun	  vænner	  sig	  til	  fx	  at	  isolere	  den	  
ønskede	  størrelse	  i	  ligningsudtryk	  inden	  talværdier	  indsættes.	  
	   	  
FIGUR	  58	  MARIA	  FÅR	  ET	  GENERELT	  UDTRYK	  MEN	  ET	  FORKERT	  RESULTAT	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Ved	  den	  sidste	  interventionssession	  beder	  vi	  Maria	  om	  at	  løse	  opgaven	  Sejlskibe.	  Her	  ser	  vi	  især	  på	  
løsningen	  af	  delspørgsmål	  c.	  
Sejlskibe	  
Femoghalvfems	  procent	  af	  verdens	  fragt	  foregår	  med	  skib	  med	  omtrent	  50000	  tankere,	  fragtskibe	  og	  
containerskibe.	  De	  fleste	  af	  disse	  skibe	  benytter	  diesel	  olie	  som	  brændstof.	  
Ingeniører	  planlægger	  at	  udvikle	  vindkraft	  til	  skibe.	  Deres	  forslag	  går	  ud	  på	  at	  montere	  drage-­‐sejl	  (kite	  sail)	  
på	  skibe	  og	  bruge	  vindens	  kræfter	  til	  at	  hjælpe	  med	  at	  reducere	  forbruget	  af	  diesel	  og	  brændstoffets	  
indvirkning	  på	  miljøet.	  	  
…	  
c)	  
På	  grund	  af	  høje	  omkostninger	  til	  dieselolie	  med	  0,42	  Zeds	  pr	  
liter,	  har	  ejerne	  af	  skibet	  New	  Wave	  tænkt	  sig	  at	  udstyre	  deres	  
skib	  med	  et	  dragesejl.	  	  
Det	  anslås,	  at	  et	  dragesejl	  som	  dette	  vil	  kunne	  reducere	  diesel	  
forbrug	  med	  omkring	  20%	  samlet.	  Omkostningerne	  ved	  at	  
udstyre	  New	  Wave	  med	  et	  drage	  sejl	  er	  2	  500	  000	  Zeds.	  	  
Hvor	  mange	  år	  vil	  der	  gå,	  før	  besparelserne	  på	  dieselolie	  
dækker	  udgifterne	  til	  drage	  sejlet?	  	  
Begrund	  dit	  svar.	  
	  
Teksten	  her	  er	  lang,	  og	  der	  er	  mange	  informationer,	  der	  ikke	  skal	  tages	  i	  betragtning	  for	  at	  svare	  på	  
spørgsmålet.	  
Maria	  er	  hurtig	  til	  at	  se,	  at	  det	  kun	  er	  den	  sidste	  oplysning	  i	  faktaboksen	  der	  er	  relevant	  for	  opgaven.	  
	  
M:	  Vi	  skal	  finde	  ud	  af,	  hvor	  meget	  det	  koster	  uden	  en	  drage.	  
M:	  Liter	  pr	  år	  gange	  literpris	  
	  
M:	  Er	  det	  ikke	  kun	  det	  første	  år,	  man	  betaler	  2500000?	  
L:	  Jo,	  det	  er	  en	  engangsudgift.	  
L:	  Hvis	  du	  prøver	  at	  lade	  være	  med	  at	  lave	  de	  små	  mellemregninger,	  kan	  du	  så	  prøve	  at	  kalde	  størrelserne	  
nogle	  bogstaver	  og	  opskrive	  sammenhængen	  mellem	  størrelserne?	  
Maria	  opskriver	  herefter	  en	  liste	  over	  de	  relevante	  størrelser:	  
	  
…	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
Navn: NewWave 
 
Type: Fragtskib 
Længde: 117 meter 
Bredde: 18 meter 
Last kapacitet: 12 000 tons 
Maximum fart: 19 knob 
Diesel forbrug uden drage sejl ca.              
3 500 000 liter	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Gennem	  dialog	  kommer	  Maria	  frem	  til	  at	  opskrive	  udtrykkene:	  
	  
	  
Hvor	  O	  står	  for	  omkostningerne	  hhv.	  med	  og	  uden	  dragesejl.	  
Maria	  kan	  nu	  opskrive	  og	  løse	  ligningen:	  
	  
	  
FIGUR	  59	  MARIAS	  LØSNING	  TIL	  DELSPØRGSMÅL	  C	  I	  OPGAVEN	  SEJLSKIBE	  
Selvom	  Maria	  fint	  kan	  manipulere	  med	  udtryk	  bestående	  af	  symboler,	  og	  vi	  ser	  en	  øget	  tendens	  hos	  Maria	  
til	  selv	  at	  indføre	  symboler,	  er	  det	  dog	  tydeligt,	  at	  Maria	  endnu	  ikke	  er	  fortrolig	  med	  at	  benytte	  symboler,	  
og	  at	  hun	  stadig	  kan	  falde	  tilbage	  til	  den	  gamle	  vane	  med	  at	  lave	  små	  mellemregninger.	  	  
	  
Intervention	  med	  Sigrid	  	  
I	  første	  interventionssession	  præsenterer	  vi	  Sigrid	  for	  et	  sæt	  opgaver,	  som	  har	  til	  formål,	  at	  vi	  iagttager	  og	  
forbedrer	  hendes	  tilgang	  til	  opgaven	  med	  henblik	  på	  matematisering	  samt	  indførelse	  af	  relevante	  
variabelbetegnelser.	  
I	  forbindelse	  med	  følgende	  opgaver	  har	  vi	  gjort	  os	  nogle	  interessante	  bemærkninger.	  
	  
I	  2010	  var	  nationalproduktet	  pr.	  indbygger	  ca.	  37000	  $	  i	  USA	  og	  ca.	  47000	  $	  i	  Danmark.	  Hvilket	  lands	  
samlede	  nationalprodukt	  er	  størst?	  Begrund.	  
	  
Det	  virker,	  som	  om	  Sigrids	  almene	  viden	  er	  meget	  begrænset	  i	  forhold	  til,	  hvad	  vi	  kunne	  forvente	  af	  en	  
jævnaldrende	  elev	  i	  2.g.	  	  Fx	  har	  hun	  ingen	  anelse	  om,	  hvor	  mange	  mennesker	  der	  bor	  hverken	  i	  Danmark	  
eller	  USA.	  Vi	  spurgte,	  om	  hun	  intuitivt	  kan	  komme	  med	  et	  bud	  på	  det,	  og	  Sigrid	  vurderer,	  at	  der	  er	  ca.	  en	  
million	  indbyggere	  i	  Danmark.	  Når	  vi	  derefter	  oplyser	  Sigrid,	  at	  der	  er	  ca.	  5,6	  millioner	  indbyggere	  i	  
Danmark,	  kan	  hun	  heller	  ikke	  vurdere,	  hvor	  mange	  indbyggere	  der	  er	  i	  USA.	  Hun	  gætter	  på	  ca.	  23	  millioner.	  
Så	  opgaven	  må	  ligge	  Sigrid	  meget	  fjernt,	  og	  hun	  har	  ingen	  forudsætning	  for	  at	  validere	  en	  model	  af	  dette	  
virkelighedsudsnit.	  Hun	  har	  svært	  ved	  at	  forholde	  sig	  til	  problemstillinger,	  der	  ligger	  uden	  for	  hendes	  
hverdag.	  	  
Når	  Sigrid	  har	  indført	  x	  og	  y	  som	  betegnelser	  for	  antal	  indbyggere	  i	  hhv.	  USA	  og	  Danmark,	  er	  hun	  tilbøjelig	  
til	  at	  matematisere	  problemstillingen	  til,	  at	  hun	  skal	  sammenligne	  x	  med	  y.	  Derfor	  italesætter	  vi	  forskellen	  
på	  følgende	  to	  uligheder:	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I	  forbindelse	  med	  interviewet	  under	  spørgsmål	  6	  afslører	  vi,	  at	  Sigrid	  har	  vanskeligheder	  med	  
matematiseringsfasen,	  når	  opgaven	  omhandler	  en	  lineær	  vækst.	  	  Vi	  bringer	  en	  tilsvarende	  opgave	  ind	  i	  
interventionsforløbet,	  så	  vi	  kan	  få	  be-­‐	  eller	  afkræftet	  vores	  formodning	  og	  samtidigt	  arbejde	  med	  dette	  felt,	  
så	  hun	  lettere	  kan	  løse	  nye	  modelleringsopgaver,	  der	  forudsætter	  kendskab	  til	  lineær	  vækst.	  
	  
Antallet	  af	  danskere,	  der	  i	  1977	  blev	  dræbt	  i	  trafikken,	  var	  840.	  Antallet	  af	  trafikdræbte	  faldt	  derefter	  med	  
16	  om	  året.	  	  
Hvor	  mange	  trafikdræbte	  var	  der	  i	  år	  2010?	  
Hvilket	  år	  vil	  der	  være	  færre	  end	  400	  trafikdræbte?	  
Kan	  man	  vurdere	  om	  disse	  tal	  er	  korrekte?	  Og	  hvordan?	  
	  
Sigrid	  har	  svært	  ved	  at	  indføre	  de	  oplyste	  konstanter	  i	  den	  gennerelle	  model.	  Dette	  kan	  også	  ses	  på	  
følgende	  udsnit	  fra	  Sigrids	  besvarelse:	  	  	  
	  
FIGUR	  60	  SIGRID	  ER	  USIKKER	  PÅ	  KOEFFICIENTERNES	  PLACERING	  I	  DEN	  LINEÆRE	  MODEL	  
	  
Den	  næste	  interventionssession	  er	  basseret	  på	  rene	  matematikopgaver,	  hvor	  almen	  viden	  ikke	  er	  i	  spil,	  
således	  at	  Sigrids	  lave	  almene	  viden	  ikke	  er	  en	  hindring	  for	  at	  kunne	  svare	  på	  spørgsmålene.	  
	  
Vi	  har	  også	  fokus	  på,	  at	  Sigrid	  under	  hele	  interventionen	  skal	  blive	  fortrolig	  med	  anvendelsen	  af	  variable	  der	  
er	  forskellige	  fra	  x	  og	  y,	  som	  hun	  ellers	  er	  vant	  til	  at	  arbejde	  med	  i	  hverdagens	  matematikundervisning.	  	  
	  
FIGUR	  61	  UDDRAG	  AF	  SIGRIDS	  BESVARELSE	  AF	  OPGAVE	  3	  (RENE	  OPGAVER)	  
Det	  ser	  ud	  til	  at	  Sigrid,	  på	  trods	  af	  at	  hun	  ikke	  selv	  tager	  initiativ	  til	  at	  bruge	  andre	  betegnelser	  end	  x	  og	  y,	  
godt	  kan	  manipulere	  algebraiske	  udtryk	  og	  løse	  ligninger	  som	  indeholder	  sofistikerede	  symboler.	  Det	  får	  os	  
til	  at	  konkludere,	  at	  Sigrids	  passive	  symbol-­‐	  og	  formalisme	  kompetence	  er	  overraskende	  høj.	  Vi	  har	  en	  
formodning	  om,	  at	  vores	  intervention	  vil	  få	  Sigrid	  til	  at	  aktivere	  denne	  kompetence	  i	  nye	  
modelleringssammenhænge.	  
	  
Under	  interventionen	  lader	  vi	  Sigrid	  selv	  komme	  med	  løsingen,	  og	  vi	  lader	  hende	  lave	  fejl	  for	  derefter	  at	  få	  
hende	  til	  reflekterende	  og	  undersøgende	  at	  forholde	  sig	  til	  fejl,	  justeringer	  og	  konsekvenser	  af	  disse.	  Et	  
eksempel	  på	  det	  ser	  vi	  i	  forbindelse	  med	  opgave	  3	  (se	  bilag	  5.14)	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FIGUR	  62	  SIGRID	  HAR	  PROBLEMER	  MED	  ENHEDERNE	  
Hun	  får	  problemer	  pga.	  at	  hun	  ikke	  tager	  højde	  for	  forskellige	  enheder	  i	  konteksten	  (se	  Figur	  62),	  men	  det	  
virker	  til,	  at	  hun	  lærer	  hurtigt.	  	  Vi	  opdager,	  at	  de	  felter,	  vi	  arbejder	  med,	  og	  den	  dialog,	  vi	  har	  under	  
interventionen,	  er	  hun	  opmærksom	  på	  i	  forbindelse	  med	  nye	  problemstillinger	  ved	  de	  næste	  intervention	  
sessioner.	  	  
	  
I	  forbindelse	  med	  opgaven	  Mount	  Fuji	  oplever	  vi,	  at	  Sigrid	  har	  svært	  ved	  at	  huske	  formlen	  for	  fart,	  og	  når	  
hun	  får	  det	  på	  en	  narrativ	  form,	  er	  hun	  i	  tvivl	  om,	  hvordan	  man	  skal	  opstille	  formlen,	  og	  hvilken	  plads	  de	  
forskellige	  bogstaver	  skal	  have	  i	  brøken	  𝑣 = !! .	  Her	  er	  der	  tegn	  på,	  at	  veksling	  mellem	  tekst	  og	  formler	  
volder	  hende	  problemer.	  	  
	  
	  
	  	  	  	  	  	   	  
FIGUR	  63	  EKSEMPEL	  PÅ	  VANSKELIGHEDER	  MED	  FORMEL	  
	  
Derefter	  kan	  hun	  hurtigt	  og	  selvsikkert	  løse	  den	  matematiske	  opgave	  og	  oversætte	  den	  tilbage	  til	  det	  
ekstra-­‐matematiske	  domæne.	  
At	  Sigrid	  er	  blevet	  meget	  sikker	  på	  sig	  selv	  i	  forbindelse	  med	  oversættelsen	  af	  de	  angivne	  tal	  i	  konteksten	  til	  
matematiske	  objekter,	  kan	  vi	  også	  se	  i	  forbindelse	  med	  DVD	  leje-­‐opgaven.	  Hun	  kan	  præcist	  og	  sikkert	  
opstille	  de	  to	  matematiske	  modeller,	  der	  beskriver	  prisen	  for	  antal	  udlejede	  dvd’er.	  Det	  ser	  vi	  som	  et	  tegn	  
på	  udvikling	  af	  matematiseringskompetencen.	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FIGUR	  64	  UDDRAG	  AF	  BESVARELSE	  AF	  OPGAVEN	  DVD-­‐LEJE	  
Når	  de	  to	  størrelser,	  der	  skal	  sammenlignes,	  er	  opstillet,	  er	  resten	  af	  den	  matematiske	  opgave	  af	  samme	  
sværhedsgrad	  som	  opgave	  3	  i	  Detektionstest3.	  Her	  ser	  vi,	  at	  Sigrid	  opstiller	  en	  ulighed	  uden	  at	  blive	  
opfordret,	  dvs.	  hun	  tager	  selv	  initiativ	  til	  at	  anvende	  symboler	  og	  matematiske	  opstilling	  for	  at	  sammenligne	  
to	  størrelser.	  Det	  er	  en	  bemærkelsesværdig	  udvikling,	  især	  fordi	  de	  to	  virkelighedsfelter,	  som	  skal	  
modelleres,	  ikke	  ligger	  inden	  for	  det	  samme	  område,	  og	  fordi	  de	  anvendte	  matematiske	  modeller	  også	  er	  
forskellige.	  Her	  er	  det	  dog	  en	  lineær	  model,	  mens	  det	  i	  spørgsmål	  3	  var	  en	  eksponentiel.	  Sigrid	  har	  heller	  
ikke	  længere	  vanskeligheder	  med	  at	  oversætte	  de	  angivne	  tal	  til	  modellens	  koefficienter.	  	  
	  
Sigrid	  vænner	  sig	  hurtigt	  til	  forskellige	  notationer	  og	  lader	  sig	  ikke	  forstyrret	  af	  sofistikerede	  betegnelser,	  
når	  hun	  skal	  manipulere	  algebraiske	  udtryk	  og	  ligninger.	  Tempoet	  er	  også	  steget	  i	  takt	  med	  interventionens	  
forløb.	  
Hun	  er	  også	  god	  til	  løbende	  at	  vurdere	  sine	  resultater.	  Dette	  ser	  vi	  ved	  en	  analyse	  af	  Sigrid	  besvarelse	  af	  
opgaven	  Pingviner(Bilag	  5.15).	  Hun	  er	  meget	  hurtig	  til	  at	  forstå	  opgavens	  kontekst	  samt	  de	  væsentlige	  
faktorer	  i	  forhold	  til	  modelopstillingen	  og	  hun	  matematiserer	  situationen	  uden	  problemer.	  
Sigrid	  beregner	  forholdet	  mellem	  de	  to	  matematiske	  størrelser	  og	  vil	  derefter	  gange	  med	  100	  for	  at	  få	  
resultatet	  i	  procent.	  Men	  hun	  stopper,	  tænker	  og	  er	  utilfreds	  med	  resultatet.	  Hun	  forklarer	  sin	  tvivl	  om	  
resultatets	  gyldighed:	  
	  
S:	  Hvis	  det	  var	  rigtigt	  at	  det	  ene	  tal	  er	  141%	  større	  end	  det	  andet	  tal,	  så	  skulle	  tallet	  være	  meget	  større.	  
	  
Dette	  viser,	  at	  Sigrid	  forholder	  sig	  reflekterende	  til	  de	  opnåede	  resultater,	  men	  hun	  har	  stadig	  
vanskeligheder	  med	  procentbegrebet.	  
I	  forbindelse	  med	  andet	  delspørgsmål	  kan	  Sigrid	  hurtigt	  beregne	  pingvinpopulationens	  størrelse	  ved	  
udgangen	  af	  første	  år	  
S:	  10000	  pingviner	  føder	  5000	  unger.	  Dvs.	  der	  er	  15000	  og	  så	  skal	  jeg	  regne	  20%	  af	  15000,	  og	  så	  trække	  det	  
fra	  15000.	  
	  
Sigrid	  har	  her	  en	  empirisk	  tilgang	  til	  opgaveløsningen.	  
	  	  	  	  	  	   	  
	  
FIGUR	  65	  SIGRID	  HAR	  EN	  EMPIRISK	  TILGANG	  TIL	  OPGAVEN	  PINGVINER	  
Det	  er	  meget	  tydeligt	  for	  os,	  at	  det	  er	  ret	  vigtigt	  for	  Sigrid,	  for	  at	  hun	  selv	  kan	  komme	  i	  gang	  med	  
modelleringen,	  at	  opgaverne	  ligger	  tæt	  på	  de	  modelleringsopgaver,	  som	  hun	  har	  erfaring	  med.	  Ellers	  vil	  hun	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ikke	  være	  i	  stand	  til	  at	  styre	  modelleringsprocessen.	  Dette	  ser	  vi	  bl.a.	  i	  Sigrids	  tilgang	  til	  opgaven	  Pingviner	  
c).	  	  
Lige	  så	  snart	  hun	  ikke	  har	  den	  tekniske	  forudsætning	  for	  at	  kunne	  løse	  opgaven,	  er	  Sigrids	  tilgang	  empirisk.	  
Hun	  starter	  med	  at	  løse	  opgaven	  trin	  for	  trin	  ved	  at	  beregne	  pingvinantallet	  efter	  7	  år,	  dvs.	  hvor	  mange	  der	  
vil	  være	  efter	  et	  år,	  efter	  to	  år,	  etc.	  Sigrid	  har	  en	  fornemmelse	  af,	  at	  det	  ikke	  er	  den	  tilgang,	  opgaven	  lægger	  
op	  til,	  men	  hun	  er	  ude	  af	  stand	  til	  at	  opstille	  en	  generel	  model	  for	  pingvinernes	  udvikling.	  	  
Til	  gengæld	  er	  hun	  god	  til	  at	  tage	  i	  betragtning	  alle	  væsentlige	  elementer	  fra	  det	  ekstra-­‐matematiske	  
domæne	  til	  den	  matematiske	  verden.	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 Evaluering	  af	  forløbet	  	  3.5
	  
I	  slutningen	  af	  interventionen	  har	  de	  udvalgte	  elever	  og	  deres	  klasser	  besvaret	  en	  test	  (se	  bilag	  5.16)	  
bestående	  af	  13	  spørgsmål,	  der	  omhandler	  modellering.	  Testen	  er	  opbygget	  stort	  set	  på	  samme	  vis	  som	  
Detektionstest3,	  således	  at	  den	  muliggør	  en	  sammenligning	  af	  elevernes	  resultater	  fra	  de	  to	  tests.	  Desuden	  
er	  der	  et	  par	  spørgsmål,	  som	  bør	  afspejle	  den	  type	  opgaver,	  som	  de	  udvalgte	  elever	  har	  arbejdet	  med	  
under	  interventionen.	  
Om	  opgaverne	  i	  Sluttest3	  	  
Spørgsmål	  1	  i	  Sluttest3	  er	  ønsket	  som	  et	  tilsvarende	  spørgsmål	  til	  spørgsmål	  1	  i	  Detektionstest3,	  hvor	  der	  er	  
fokus	  på	  præmatematiseringsfasen.	  I	  Detektionstest3	  har	  opgaven	  voldt	  problemer	  i	  forhold	  til	  tolkning	  af	  
forudsætningerne.	  Flere	  elever	  har	  antaget,	  at	  præmisserne	  kan	  ændres,	  dvs.	  at	  Grethes	  gå-­‐tempo	  kan	  
påvirkes	  af	  Hans’	  tempo.	  I	  spørgsmål	  1	  i	  Sluttest3	  er	  virkelighedsfeltet	  så	  kendt	  for	  eleverne,	  at	  ingen	  	  svarer	  
forkert.	  Det	  er	  tankevækkende,	  hvor	  lidt	  der	  skal	  ændres	  i	  opgaven,	  så	  problemstillingen	  får	  en	  helt	  anden	  
sværhedsgrad.	  
Spørgsmål	  2	  indeholder	  alle	  modelleringsfaserne	  i	  modelleringscyklussen	  bortset	  fra	  valideringsfasen.	  I	  
præmatematiseringen	  skal	  eleverne	  kunne	  forstå,	  at	  det	  drejer	  sig	  om	  en	  blanding	  af	  maling,	  hvor	  kun	  den	  
ene	  farve	  maling	  mangler,	  dvs.	  det	  væsentlige	  her	  er	  den	  gule	  malingsmængde,	  samt	  forholdet	  mellem	  den	  
brugte	  mængde	  af	  gul	  maling	  og	  størrelsen	  af	  den	  overflade,	  der	  er	  dækket.	  Den	  samlede	  malingsmængde	  
er	  irrelevant	  i	  denne	  sammenhæng.	  Man	  kan	  se	  bort	  fra	  de	  andre	  farver	  maling.	  Her	  er	  der	  tale	  om	  
aspekter	  i	  det	  virkelighedsområde,	  der	  ønskes	  modelleret,	  som	  man	  kan	  se	  bort	  fra.	  En	  anden	  vigtig	  
information	  er	  forholdet	  mellem	  den	  dækkede	  flade	  og	  den	  flade,	  man	  mangler	  at	  male.	  	  
Eleverne	  skal	  kunne	  matematisere	  de	  angivne	  oplysninger	  til	  tal	  og	  brøker,	  som	  de	  skal	  operere	  med	  under	  
problemløsningsfasen,	  for	  at	  kunne	  komme	  med	  den	  matematiske	  løsning.	  Opstillingen	  af	  matematiske	  
regnestykker	  tilhører	  matematiseringsprocessen,	  mens	  beregningerne	  tilhører	  problemløsningsprocessen.	  
Her	  skal	  eleverne	  kunne	  komme	  frem	  til	  brøken	  !,!!,!	  	  (eller	  !!),som	  beskriver	  forholdet	  mellem	  antallet	  af	  de	  
hytter,	  man	  mangler	  at	  male,	  og	  antallet	  af	  de	  hytter,	  der	  er	  malet.	  Desuden	  skal	  de	  kunne	  udregne	  2,5 ∙ !!	  
for	  at	  komme	  frem	  til	  resultatet.	  
Afmatematiseringen	  består	  i	  at	  vende	  tilbage	  med	  løsningen	  til	  det	  modellerede	  virkelighedsområde	  og	  
konkludere,	  at	  man	  skal	  bruge	  0,833	  L	  gul	  maling.	  Nogle	  få	  elever	  anvender	  brøker	  i	  deres	  konklusion,	  dvs.	  
maleren	  skal	  bruge	  !!   𝐿	  gul	  maling.	  
Spørgsmål	  3	  omhandler	  to	  modeller	  inden	  for	  økonomi,	  som	  eleverne	  skal	  sammenligne.	  For	  at	  kunne	  gøre	  
det	  skal	  eleverne	  forstå	  de	  fælles	  præmisser	  for	  de	  to	  modeller	  (dvs.	  at	  i	  begge	  tilfælde	  er	  startbeløbet	  ens,	  
og	  at	  tidsperioden,	  pengene	  er	  i	  banken,	  er	  ens)	  og	  forskellen	  på	  fast	  eller	  variabel	  rente.	  De	  skal	  også	  
forstå,	  at	  den	  bedste	  bank	  må	  være	  den,	  der	  er	  mest	  fordelagtigt	  for	  Tobias,	  den	  der	  tilbyder	  ham	  det	  
største	  slutbeløb	  efter	  to	  år.	  Dette	  er	  præmatematiseringsfasen.	  
Matematiseringen	  består	  i	  at	  kunne	  opstille	  de	  to	  udtryk,	  der	  fører	  til	  slutbeløbet.	  Her	  er	  matematiseringen	  
lettere	  end	  i	  spørgsmål	  2	  i	  Detektionstest3,	  da	  startbeløbet	  er	  angivet.	  	  Eleverne	  skal	  være	  i	  stand	  til	  at	  
opstille	  regnestykkerne	  for	  slutbeløbet,	  der	  opnås	  ved	  at	  vælge	  Vestysk	  Bank	  eller	  Nordea	  Bank,	  som	  hhv.	  
er	  1000 ∙ 1,03 ∙ 1,01	  og	  1000 ∙ 1,02!.	  Det	  forudsætter,	  at	  eleverne	  kan	  aktivere	  deres	  tekniske	  kundskaber	  
om	  repræsentation	  af	  procenter	  som	  decimaltal,	  sammenhængen	  mellem	  vækstrente	  og	  
fremskrivningsfaktor	  og	  ikke	  mindst	  kendskab	  til	  eksponentielmodeller.	  Disse	  begreber	  vil	  ikke	  være	  implicit	  
i	  en	  del	  af	  elevernes	  besvarelser,	  men	  vanskeligheder	  med	  dem	  kan	  afsløres	  i	  de	  opstillede	  formler.	  
Når	  matematiseringen	  er	  gennemført,	  er	  den	  matematiske	  problemløsning	  en	  bagatel,	  da	  vi	  forventer,	  at	  
eleverne	  gennemfører	  de	  to	  beregninger	  på	  lommeregneren	  og	  sammenligner	  tallene	  til	  sidst.	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Afmatematiseringen	  er	  gennemført,	  når	  eleven	  har	  svaret	  på	  det	  stillede	  spørgsmål	  fra	  det	  ekstra-­‐
matematiske	  domæne,	  dvs.	  hvilken	  bank	  der	  er	  bedst.	  Modellen	  er	  forhåndsvalideret,	  men	  det	  kan	  tænkes	  
at	  eleverne	  evt.	  vil	  generalisere	  og	  vurdere,	  hvilken	  bank	  der	  er	  bedst	  efter	  flere	  år.	  	  
Spørgsmål	  4	  svarer	  til	  spørgsmål	  4	  i	  Detektionstest3	  med	  en	  lille	  modifikation	  af	  matematiseringen,	  idet	  der	  
ingen	  symboler	  er	  i	  konteksten.	  Ændringen	  er	  foretaget	  bevidst,	  så	  opgavens	  sværhedsgrad	  forøges	  i	  
forhold	  til	  indførelse	  af	  symboler.	  Her	  er	  vi	  interesserede	  i	  at	  se,	  i	  hvilken	  grad	  eleverne	  er	  tilbøjelige	  til	  at	  
indføre	  x	  og	  y	  som	  variable	  frem	  for	  at	  benytte	  sig	  af	  en	  adækvat	  notation	  i	  forhold	  til	  opgavens	  kontekst.	  
Spørgsmålet	  lægger	  ikke	  op	  til	  en	  validering,	  men	  dens	  logiske	  kontekst	  kan	  virke	  provokerende	  for	  
modelløren,	  og	  eleverne	  vil	  måske	  komme	  med	  et	  udsagn	  om	  urimeligheden	  af	  forholdet	  mellem	  antallet	  af	  
gaver	  og	  antallet	  af	  børn.	  	  
I	  forbindelse	  med	  spørgsmål	  5	  i	  Detektiontest3	  har	  vi	  oplevet,	  at	  eleverne	  foretager	  vidt	  forskellige	  
antagelser	  af	  referencepersonens	  højde	  i	  forbindelse	  med	  skaleringen,	  afhængigt	  af	  deres	  egen	  højde.	  
Sandsynligvis	  på	  grund	  af,	  at	  der	  var	  flere	  bygninger	  på	  billedet,	  har	  flere	  elever	  sammenlignet	  den	  forreste	  
bygning	  med	  de	  andre,	  og	  deres	  svar	  ”den	  forreste	  bygning	  er	  lige	  så	  høj	  som	  de	  andre”	  var	  ubrugeligt	  i	  en	  
modelleringssammenhæng.	  	  
Disse	  problemer	  burde	  ikke	  forekomme	  i	  forbindelse	  med	  spørgsmål	  5	  i	  Sluttest3.	  Vi	  har	  valgt	  som	  
baggrund	  for	  opgaven	  et	  billede	  af	  springvandet	  Jet	  d’Eau	  ved	  Lac	  Leman.	  Der	  er	  ikke	  flere	  objekter	  af	  
samme	  slags	  på	  billedet.	  	  
Matematiseringen	  er	  af	  samme	  sværhedsgrad	  som	  i	  den	  tilsvarende	  opgave	  i	  Detektiontest3.	  	  Selvom	  hele	  
modelleringscyklussen	  er	  i	  spil,	  betragter	  vi	  præmatematiseringen	  som	  den	  sværeste	  for	  eleverne.	  
I	  spørgsmål	  6	  indgår	  to	  modeller,	  og	  den	  ene	  del	  af	  præmatematiseringen	  består	  i,	  at	  eleverne	  skal	  forstå,	  
at	  opgaven	  går	  ud	  på	  at	  vurdere,	  hvilken	  påstand	  der	  er	  korrekt,	  og	  ikke	  hvilken	  model	  der	  kan	  valideres.	  
Eleverne	  skal	  også	  kunne	  forstå,	  at	  startbetingelserne	  er	  givet	  på	  forhånd	  og	  at	  deres	  opgave	  er	  at	  
undersøge	  om	  ørredens	  vægt	  efter	  to	  år	  er	  2,5	  kg,	  hvis	  udviklingen	  følger	  modellerne.	  	  	  
Matematiseringen	  appellerer	  til	  elevernes	  kendskab	  til	  to	  forskellige	  vækstmodeller	  og	  dermed	  deres	  evne	  
til	  at	  oversætte	  den	  ekstra-­‐matematiske	  situation	  til	  en	  matematisk	  model.	  Det	  drejer	  sig	  om	  en	  lineær	  
vækst	  samt	  en	  eksponentiel	  vækst.	  	  
En	  matematisk	  problemløsning	  foretages	  ved	  at	  beregne	  1,540 + 0,040 ∙ 24	  	  og	  1,540 ∙ 1,0204!"	  og	  
konstatere,	  om	  resultatet	  er	  2,5.	  Der	  foreligger	  en	  udfordring	  i	  forbindelse	  med	  matematiseringen	  i	  denne	  
opgave,	  da	  de	  angivne	  størrelser,	  som	  eleverne	  skal	  regne	  med,	  har	  forskellige	  enheder	  –	  gram	  og	  kilogram-­‐	  
og	  antallet	  af	  betydende	  cifre	  varierer.	  De	  elever,	  som	  vil	  regne	  med	  flere	  end	  to	  betydende	  cifre,	  vil	  kunne	  
opleve,	  at	  ved	  at	  anvende	  den	  eksponentielle	  model	  er	  resultatet	  forskelligt	  fra	  2,5  (2,5004  ).	  
Afmatematiseringen	  består	  i	  at	  konkludere,	  om	  Maria	  og	  Rasmus	  har	  ret.	  	  
Spørgsmål	  7	  afspejler	  opgaverne	  ”Mont	  Fuji”	  og	  ”Cykel”,	  som	  de	  udvalgte	  elever	  har	  arbejdet	  med	  under	  
interventionsforløbet.	  Spørgsmålet	  består	  af	  to	  underspørgsmål,	  og	  modelleringens	  primære	  faser	  er	  
matematiseringen	  og	  problemløsningsfasen,	  mens	  valideringen	  ikke	  er	  aktuel.	  En	  del	  af	  præmisserne	  er	  
fælles	  for	  de	  to	  underspørgsmål,	  men	  kun	  nogle	  har	  relevans	  i	  forbindelse	  med	  det	  første	  underspørgsmål.	  
Vi	  forventer,	  at	  underspørgsmål	  a)	  er	  lettere	  for	  de	  udvalgte	  eleverne,	  fordi	  de	  har	  erfaringer	  med	  
modellering,	  hvor	  begrebet	  gennemsnitsfart	  optræder.	  
Opgavens	  matematisering	  er	  dog	  mere	  kompliceret,	  især	  fordi	  der	  er	  flere	  elementer,	  som	  skal	  oversættes	  
til	  matematiske	  objekter,	  og	  det	  er	  sværere	  at	  finde	  relationerne	  mellem	  disse.	  
Underspørgsmål	  b)	  forudsætter,	  at	  eleverne	  forstår,	  at	  diselforbruget	  er	  forskelligt	  afhængigt	  af,	  om	  bilen	  
kører	  på	  motorvejen	  eller	  på	  landevejen.	  I	  forbindelse	  med	  matematiseringen	  er	  det	  måske	  vanskeligt	  for	  
eleverne	  at	  opdage,	  at	  opgaven	  omhandler	  proportionaliteten	  mellem	  diselforbrug	  og	  den	  tilbagelagte	  
afstand,	  afstandsbestemmelse	  ud	  fra	  farten	  og	  tidsrummet,	  samt	  additionen	  af	  diselforbrug	  for	  de	  to	  
forskellige	  vejtyper.	  
Afmatematiseringen	  er	  ikke	  vanskeligere	  end	  i	  de	  andre	  opgaver.	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Spørgsmål	  8	  er	  en	  lettere	  udgave	  af	  spørgsmål	  8	  i	  Detektiontest	  3,	  fordi	  vi	  har	  en	  forestilling	  om,	  at	  en	  
kvadratisk	  form	  er	  lettere	  at	  forholde	  sig	  til	  end	  en	  cirkulær.	  Vi	  har	  desuden	  flere	  gange	  oplevet,	  at	  eleverne	  
har	  svært	  ved	  at	  huske	  formlerne	  for	  cirklens	  areal,	  men	  alle	  kan	  huske	  formlen	  for	  kvadratets	  areal.	  	  
Præmatematiseringen	  kan	  volde	  problemer,	  for	  opgavens	  tekst	  fortæller	  ikke	  noget	  om	  de	  to	  brownies	  
højder.	  Man	  skal	  kunne	  forstå,	  at	  ”kvadratisk”	  henviser	  til	  kagens	  bundform,	  og	  at	  der	  ikke	  menes	  en	  kubisk	  
kage.	  Dvs.	  der	  er	  ikke	  ret	  mange	  antagelser	  i	  opgaveformuleringen,	  så	  modelløren	  skal	  selv	  tage	  stilling	  til,	  
hvad	  der	  kan	  være	  gældende,	  og	  hvilke	  dele	  af	  virkelighedsudsnittet,	  der	  har	  relevans	  for	  modellen.	  Man	  
skal	  også	  kunne	  forstå,	  at	  ”bedst	  at	  købe”	  er	  det	  samme	  som	  at	  få	  mest	  for	  pengene.	  	  
Elever	  med	  matematiseringsvanskeligheder	  vil	  let	  kunne	  lade	  sig	  fange	  af	  forholdet	  mellem	  sidelængden	  og	  
prisen	  og	  generalisere,	  at	  prisen	  er	  det	  dobbelte	  af	  sidelængden.	  	  
Den	  matematiske	  problemløsning	  kan	  også	  volde	  problemer,	  da	  eleverne	  skal	  beregne	  forholdet	  mellem	  
areal	  og	  pris	  for	  de	  to	  brownies.	  	  
Afmatematiseringen	  består	  i	  at	  konkludere,	  hvilken	  brownie	  der	  er	  bedst	  til	  prisen.	  Desuden	  er	  der	  ingen	  
validering	  i	  denne	  opgave.	  
Spørgsmål	  9	  er	  meget	  simpelt	  i	  forhold	  til	  præmatematiseringen.	  Man	  skal	  blot	  forstå,	  at	  opgaven	  handler	  
om	  to	  forskellige	  ting,	  der	  har	  forskellige	  priser,	  hvor	  man	  kender	  den	  samlede	  pris	  og	  forskellen	  mellem	  
disse.	  Løsningen	  går	  ud	  på	  at	  finde	  prisen	  for	  de	  ene	  af	  de	  to	  ting.	  De	  tal,	  der	  indgår	  i	  konteksten,	  er	  lette	  at	  
operere	  med,	  og	  vi	  forventer,	  at	  en	  rutineret	  talbruger	  vil	  forsøge	  at	  løse	  opgaven	  uden	  at	  dokumentere	  
med	  mellemregninger.	  
Formålet	  med	  opgaven	  er	  at	  teste,	  om	  de	  udvalgte	  elevers	  tilbøjelighed	  til	  at	  indføre	  variable	  er	  forøget.	  	  
Faren	  for	  fejl	  er	  stor,	  når	  man	  ikke	  matematiserer	  problemstillingen.	  	  
Under	  matematiseringsfasen	  forventer	  vi,	  at	  eleverne	  indfører	  variable	  for	  bold	  og	  bat	  og	  opstiller	  et	  
ligningssystem	  med	  to	  ligninger	  og	  to	  ubekendte.	  	  
Derefter	  er	  problemløsningen	  ret	  simpel,	  og	  den	  matematiske	  løsning	  er	  tallet	  5.	  Afmatematiseringen	  
består	  i	  et	  svar	  på	  det	  ekstra-­‐matematiske	  spørgsmål,	  dvs.	  at	  bolden	  koster	  5	  kr.	  	  
Spørgsmål	  10	  er	  tilsvarende	  spørgsmål	  10	  i	  Detektionstest3,	  men	  her	  er	  matematiserings-­‐	  og	  
problemløsningsfasen	  mere	  synlige.	  	  
I	  præmatematiseringsfasen	  skal	  eleverne	  kunne	  forstå,	  at	  de	  skal	  forholde	  sig	  til	  påstandens	  sandhed	  og	  
herunder,	  om	  der	  er	  belæg	  for	  at	  hævde,	  at	  der	  er	  registreret	  en	  ”voldsom	  stigning”	  i	  nedbørsmængden.	  	  
Matematiseringen	  består	  i,	  at	  man	  skal	  kunne	  aflæse	  diagrammets	  tal,	  749  og	  762,	  og	  at	  man	  skal	  være	  i	  
besiddelse	  af	  et	  mål	  for	  vækst.	  Det	  appellerer	  til	  elevernes	  forståelse	  af	  procentvis	  stigning.	  	  
Problemløsningen	  går	  ud	  på,	  at	  de	  aflæste	  tal	  skal	  indsættes	  i	  formlen	  for	  procentvis	  stigning	  og	  beregne,	  
hvor	  mange	  procent	  det	  ene	  tal	  er	  større	  end	  det	  andet.	  	  
Afmatematiseringen	  kræver,	  at	  eleverne	  vurderer,	  at	  en	  stigning	  på	  1,74%	  ikke	  er	  stor	  nok	  til	  at	  kunne	  
hævde	  at	  ”der	  har	  været	  en	  voldsom	  stigning”,	  så	  dermed	  er	  fortolkningen	  ikke	  rimelig.	  
Valideringen	  er	  også	  på	  færde	  i	  denne	  opgave,	  så	  her	  møder	  eleverne	  hele	  modelleringscyklussen.	  	  
Spørgsmål	  11’s	  præmatematisering	  giver	  anledning	  til	  nogle	  vigtige	  antagelser,	  som	  kun	  få	  elever	  vil	  kunne	  
overveje.	  Det	  drejer	  sig	  om,	  hvorvidt	  glaskuglen	  er	  udhulet	  (ligesom	  en	  glaskugle	  til	  juletræet)	  eller	  massiv.	  
Ser	  man	  på	  det	  første	  tilfælde,	  så	  er	  virkelighedsudsnittet	  lang	  mere	  sofistikeret,	  for	  man	  har	  et	  legeme	  
som	  består	  af	  en	  gas(luft)	  med	  en	  bestemt	  densitet	  og	  glas,	  som	  har	  en	  helt	  andet	  densitet.	  Så	  skal	  man	  
overveje,	  hvordan	  volumen	  for	  glas	  og	  volumen	  for	  luft	  ændrer	  sig,	  når	  diameteren	  fordobles.	  	  
Spørgsmålet	  er	  her	  tænkt	  som	  en	  massiv	  glaskugle.	  Ordene	  ”kugle”	  og	  ”diameter”	  er	  nøgleord	  i	  forbindelse	  
med	  matematiseringen.	  Eleverne	  skal	  kunne	  forstå,	  at	  de	  matematiske	  begreber,	  der	  kan	  bruges	  her,	  er	  
volumen	  for	  en	  kugle	  og	  densitet.	  	  
Når	  disse	  formler	  er	  opstillet,	  er	  opgaven	  lettere,	  da	  den	  matematisk	  set	  kan	  løses	  ved	  at	  indsætte	  tallene	  
og	  beregne	  vægten	  for	  den	  store	  kugle.	  Her	  kan	  man	  nøjes	  med	  en	  empirisk	  tilgang	  uden	  at	  generalisere,	  
at,	  når	  diameteren	  fordobles,	  vil	  volumen	  og	  dermed	  massen	  ottedobles.	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Spørgsmål	  12	  er	  en	  modelleringsopgave,	  som	  indeholder	  en	  lang	  introducerende	  tekst,	  der	  kræver,	  at	  
eleverne	  skal	  holde	  fokus	  på,	  hvad	  der	  er	  relevant	  i	  forhold	  til	  modellen	  og	  problemstillingen.	  	  
Der	  er	  matematisering	  og	  afmatematisering	  på	  færde.	  Præmatematiseringen	  er	  klargjort	  for	  eleverne,	  da	  
de	  to	  ligninger	  for	  beregning	  af	  alkoholpromillen	  for	  kvinder	  og	  mænd	  allerede	  er	  opstillet.	  Selv	  om	  der	  ikke	  
er	  mange	  informationer	  i	  teksten,	  som	  skal	  inddrages	  i	  problemløsningen,	  kan	  det	  virke	  uoverskueligt	  at	  
vælge,	  hvad	  der	  skal	  bruges	  og	  hvordan.	  Opgavens	  kerne	  er	  den	  matematiske	  problemløsning,	  som	  består	  i	  
at	  opstille	  og	  løse	  en	  lineær	  ligning	  med	  én	  ubekendt.	  Desuden	  kan	  notationen	  få	  beregningerne	  til	  at	  virke	  
mere	  vanskelige.	  	  
I	  forbindelse	  med	  afmatematiseringen	  skal	  eleverne	  konkludere,	  at	  der	  går	  ca.	  4	  timer,	  før	  de	  to	  personer	  
har	  samme	  alkoholpromille.	  	  
I	  spørgsmål	  13	  består	  præmatematiseringen	  i	  at	  forstå,	  at	  accelerationen	  kan	  modelleres	  
medudgangspunkt	  i	  det	  grafiske	  billede.	  Eleverne	  kan	  også	  bruge	  deres	  forståelse	  af	  
svømningsbevægelserne	  for	  at	  opbygge	  modellen.	  
Matematiseringen	  forudsætter,	  at	  eleverne	  skal	  kunne	  aflæse	  grafens	  informationer	  og	  har	  kendskab	  til,	  at	  
forholdet	  mellem	  fart	  og	  tid	  angiver	  accelerationen.	  Afmatematiseringen	  består	  i	  at	  kunne	  afkode	  grafens	  
tangenthældning	  til	  accelerationen	  og	  dermed	  lokalisere	  det	  ønskede	  tidspunkt.	  	  	  
Rettekriterier	  for	  Sluttest3	  
Vi	  har	  ligesom	  ved	  Detektionstest3	  opdelt	  alle	  spørgsmålene	  i	  Sluttest3	  i	  de	  fem	  faser	  i	  
modelleringscyklussen:	  præmatematisering,	  matematisering,	  problemløsning,	  afmatematisering	  og	  
validering	  og	  tildelt	  opgavebesvarelserne	  point	  til	  disse	  faser.	  	  
Det	  er	  igen	  ikke	  alle	  opgaverne,	  der	  indeholder	  alle	  fem	  faser	  fra	  modelleringscyklussen,	  hvorfor	  vi	  har	  
udeladt	  disse	  faser	  ved	  de	  enkelte	  spørgsmål	  som	  beskrevet	  i	  tabellen	  nedenfor	  (Figur	  66).	  
	  
Spørgsmål	   Præmatematisering	   Matematisering	   Problemløsning	   Afmatematisering	   Validering	  
1	   X	   X	   	   X	   	  
2	   X	   X	   X	   X	   	  
3	   X	   X	   X	   X	   	  
4	   X	   X	   	   	   	  
5	   X	   X	   X	   X	   X	  
6	   X	   X	   X	   X	   	  
7a	   X	   X	   X	   X	   	  
7b	   X	   X	   X	   X	   	  
8	   X	   X	   X	   X	   	  
9	   X	   X	   X	   X	   	  
10	   X	   X	   X	   X	   X	  
11	   X	   X	   X	   X	   	  
12	   	   	   X	   X	   	  
13	   X	   X	   	   X	   	  
Mulige	  point	   13	   12	   10	   13	   2	  
FIGUR	  66	  RETTESKEMA	  TIL	  SLUTTEST3	  -­‐	  FASERNE	  FRA	  MODELLERINGSCYKLUSSEN	  
Vi	  har	  tildelt	  point	  på	  samme	  måde	  som	  ved	  Detektionstest3.	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Diskussion	  af	  opnåede	  resultater	  
Sluttest3	  blev	  givet	  til	  de	  to	  klasser	  2x	  og	  2b,	  for	  at	  vi	  kunne	  sammenholde	  de	  udvalgte	  elevers	  udvikling	  
over	  interventionsperioden	  med	  klassens	  samlede	  udvikling.	  Planen	  var,	  at	  eleverne	  skulle	  have	  60	  
minutter	  til	  at	  besvare	  testen,	  men	  2x	  fik	  kun	  ca.	  40	  minutter	  til	  at	  besvare	  testen	  pga.	  tidsnød.	  Dette	  må	  vi	  
tage	  i	  betragtning,	  når	  vi	  analyserer	  resultaterne,	  idet	  vi	  ikke	  har	  korrigeret	  resultaterne	  i	  forhold	  til	  denne	  
forskel	  mellem	  de	  to	  klasser.	  Tidsmangel	  kan	  være	  en	  faktor,	  der	  kan	  påvirke	  resultaterne,	  men	  det	  er	  ikke	  
sikkert,	  at	  længere	  tid	  ville	  gøre	  en	  betydelig	  forskel	  for	  alle	  eleverne.	  Således	  vil	  nogle	  af	  eleverne	  ikke	  
være	  i	  stand	  til	  at	  besvare	  yderligere	  spørgsmål,	  selv	  om	  de	  fik	  længere	  tid	  til	  besvarelsen,	  mens	  andre	  
elever	  ville	  kunne	  nå	  flere	  af	  opgaverne,	  hvis	  de	  havde	  haft	  mere	  tid.	  
Marias	  besvarelse	  af	  Sluttest3	  
Maria	  har	  ikke	  besvaret	  spørgsmålene	  8-­‐13	  i	  Sluttest3	  pga.	  tidspres.	  Dermed	  har	  vi	  svært	  ved	  at	  konkludere,	  
om	  hun	  har	  haft	  en	  positiv	  udvikling	  i	  forhold	  til	  problemløsning.	  	  
Vi	  kan	  se	  på	  besvarelsen,	  at	  Maria	  er	  grundigere	  i	  sin	  argumentation	  og	  dokumentation	  i	  opgaverne,	  og	  
dermed	  har	  vi	  en	  formodning	  om,	  at	  hun	  giver	  sig	  bedre	  tid	  til	  at	  forstå	  spørgsmålenes	  kontekst.	  
Når	  vi	  ser	  på	  Marias	  relative	  resultater	  ved	  Sluttest3	  (se	  Figur	  67),	  bemærker	  vi,	  at	  hendes	  præstationer	  i	  
matematisering	  er	  øget	  i	  forhold	  til	  ved	  Detektionstest3.	  I	  Sluttest3	  svarer	  hun	  samlet	  set	  korrekt	  i	  58,3%	  af	  
spørgsmålene	  i	  forhold	  til	  41,7%	  i	  Detestionstest3.	  Marias	  præstation	  i	  de	  andre	  faser	  er	  alle	  lavere	  ved	  
Sluttest3	  i	  forhold	  til	  Detektionstest3.	  
	  
	  
	  
FIGUR	  67	  2X	  RELATIVT	  RESULTAT	  SLUTTEST3	  
Da	  vi	  havde	  valgt	  at	  fokusere	  på	  nogle	  udvalgte	  spørgsmål(3,	  4,	  5,	  6,	  7,	  8,	  11,12),	  med	  særlig	  vægt	  på	  
opstilling	  af	  symboler	  og	  formeludtryk,	  vil	  vi	  nu	  se	  på,	  hvordan	  Maria	  har	  klaret	  sig	  i	  disse	  spørgsmål	  (se	  
Figur	  68).	  Når	  vi	  sammenligner	  Marias	  præstation	  i	  disse	  udvalgte	  opgaver,	  ser	  vi,	  at	  her	  er	  hendes	  
præstation	  i	  præmatematisering	  og	  matematisering	  steget	  betydeligt	  i	  forhold	  til	  de	  tilsvarende	  spørgsmål	  i	  
Detektionstest3.	  Hun	  præmatematiserer	  og	  matematiserer	  korrekt	  i	  75%	  af	  disse	  opgaver.	  Det	  ser	  altså	  ud	  
til,	  at	  Maria	  har	  en	  positiv	  udvikling	  i	  forhold	  til	  matematisering,	  og	  at	  hun	  er	  blevet	  bedre	  til	  at	  
præmatematisere,	  hvilket	  kan	  skyldes,	  at	  det	  via	  matematiseringen	  er	  blevet	  mere	  tydeligt,	  om	  hun	  forstår	  
spørgsmålenes	  præmisser.	  
Hvis	  vi	  ser	  på	  de	  resterende	  elever	  i	  klassen,	  er	  det	  svært	  at	  se,	  om	  der	  har	  været	  en	  positiv	  eller	  negativ	  
udvikling	  i	  elevernes	  modelleringskompetence	  i	  den	  forløbne	  tid,	  da	  resultaterne	  varierer	  meget	  fra	  elev	  til	  
elev.	  Nogle	  af	  eleverne	  har	  helt	  klart	  ikke	  været	  særligt	  motiverede	  for	  at	  svare	  på	  testen,	  da	  de	  ikke	  havde	  
nogen	  særlig	  andel	  i	  projektet	  og	  dermed	  kunne	  have	  svært	  ved	  at	  se	  formålet	  med	  testen.	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FIGUR	  68	  2X'S	  UDVIKLING	  FRA	  START	  TIL	  SLUT	  I	  UDVALGTE	  OPGAVER	  
	  
Hvis	  vi	  ser	  nærmere	  på	  Marias	  besvarelse	  af	  Sluttest3,	  ser	  vi	  en	  øget	  tilbøjelighed	  hos	  Maria	  til	  at	  benytte	  
sig	  af	  symboler	  og	  formeludryk	  i	  forhold	  til	  i	  Detektionstest3.	  Hendes	  besvarelse	  bærer	  mindre	  præg	  af	  små,	  
intuitive	  mellemregninger	  og	  mere	  præg	  af	  velovervejede	  formeludtryk.	  Dette,	  formoder	  vi,	  skyldes	  
interventionens	  øgede	  fokus	  på	  netop	  aktivering	  af	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen.	  Eksempler	  på	  
dette	  kan	  ses	  i	  Figur	  69,	  Figur	  70	  og	  Figur	  71.	  
	  
FIGUR	  69	  MARIAS	  BESVARELSE	  AF	  SPØRGSMÅL	  3	  
	  
FIGUR	  70	  MARIAS	  BESVARELSE	  AF	  SPØRGSMÅL	  7A)	  
Som	  det	  ses	  af	  Figur	  70,	  er	  Maria	  ikke	  færdig	  med	  at	  løse	  opgaven,	  men	  hun	  er	  godt	  på	  vej	  til	  den	  korrekte	  
løsning.	  Desuden	  kan	  man	  se,	  at	  hun	  benytter	  sig	  af	  formler.	  
Her	  får	  Maria	  det	  korrekte	  resultat	  (Figur	  71).	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FIGUR	  71	  MARIAS	  BESVARELSE	  AF	  SPØRGSMÅL	  7B	  
	  
Interview	  
Efter	  Sluttest3	  har	  vi	  gennemført	  et	  interview,	  hvor	  vi	  vil	  prøve	  at	  finde	  ud	  af,	  hvordan	  Maria	  ville	  have	  løst	  
de	  resterende	  opgaver,	  hvis	  hun	  havde	  haft	  mere	  tid.	  Vi	  vil	  også	  gerne	  interviewe	  Maria	  om	  opgaver,	  som	  
hun	  ikke	  har	  svaret	  korrekt	  på,	  men	  hvor	  vi	  kan	  se,	  at	  hun	  har	  været	  på	  rette	  vej.	  
Spørgsmål	  6	  er	  et	  af	  de	  spørgsmål,	  hvor	  Maria	  viser,	  at	  hun	  er	  i	  gang	  med	  det	  rigtige.	  Hun	  udvælger	  de	  
rigtige	  modeller	  og	  har	  benyttet	  dem,	  men	  hun	  får	  forkerte	  resultater	  pga.	  at	  hun	  overser	  forskellen	  mellem	  
enhederne.	  
	  
FIGUR	  72	  MARIAS	  BESVARELSE	  AF	  SPØRGSMÅL	  6	  I	  SLUTTEST3	  
Under	  interviewet	  finder	  hun	  hurtigt	  ud	  af,	  at	  hun	  har	  glemt	  at	  tage	  højde	  for	  kommaet	  i	  det	  første	  udtryk	  
og	  får	  med	  ny	  beregning	  2,5	  kg.	  
I	  det	  andet	  udtryk	  kan	  Maria	  se,	  at	  hun	  har	  et	  nul	  for	  meget	  (decimalfejl)	  da	  hun	  vil	  indtaste	  udtrykket	  i	  
lommeregneren	  og	  ligeledes	  finder	  hun,	  at	  hun	  har	  glemt	  kommaet	  i	  start	  massen.	  
Hun	  har	  derefter	  ingen	  problemer	  med	  at	  konkludere,	  at	  begge	  har	  ret.	  
	  
Vi	  spørger	  til	  de	  opgaver,	  Maria	  ikke	  har	  lavet	  i	  Sluttest3.	  	  Herunder	  spørgsmål	  8,	  hvor	  vi	  spørger	  Maria,	  
hvad	  der	  skal	  til	  for	  at	  hjælpe	  hende	  med	  at	  løse	  opgaven.	  Kan	  en	  figur	  eller	  en	  formel	  hjælpe?	  
Maria	  tegner	  en	  kube	  med	  sidelængde	  20.	  	  
Læreren	  påpeger,	  at	  det	  er	  en	  ret	  høj	  kage	  (hvilket	  Maria	  godt	  kan	  se),	  og	  forklarer,	  at	  det	  er	  kagen	  set	  fra	  
oven,	  der	  er	  kvadratisk.	  
Maria	  tilføjer:	  ”og	  så	  er	  deres	  højder	  bare	  lige	  høje”.	  
Maria	  skriver	  derefter	  arealet	  op	  for	  hver	  af	  kagerne:	  
	  
Maria	  synes,	  at	  ”bedst	  at	  købe”	  betyder	  ”mest	  kage	  for	  billigst	  penge”.	  Hun	  udregner	  derfor	  areal	  pr	  krone:	  
	  
	  
og	  konkluderer	  hurtigt,	  at	  den	  største	  kage	  er	  bedst	  at	  købe.	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Maria	  viser	  her,	  at	  hun	  i	  første	  omgang	  ikke	  helt	  har	  styr	  på	  præmatematiseringen	  i	  opgaven,	  men	  at	  hun	  
hurtigt	  og	  korrekt	  kan	  løse	  opgaven,	  så	  snart	  præmatematiseringen	  er	  på	  plads.	  
	  
I	  spørgsmål	  9	  viser	  Maria,	  at	  hun	  kan	  opskrive	  ligningerne	  med	  variable	  og	  løse	  ligningssystemet.	  Undervejs	  
omdøbes	  variablen	  ’bold’	  dog	  til	  x,	  da	  det	  er	  kortere	  at	  skrive.	  
	  
FIGUR	  73	  MARIAS	  BESVARELSE	  TIL	  SPØRGSMÅL	  9	  FRA	  INTERVIEWET	  
	  
Under	  interviewet	  løser	  Maria	  spørgsmål	  11	  på	  følgende	  måde:	  
	  
Maria	  tegner	  en	  kugle	  med	  diameter	  1	  cm	  	  
L:	  Vi	  har	  en	  kugle	  med	  diameter	  1	  cm.	  Hvad	  har	  vi	  brug	  for	  at	  regne	  ud	  for	  den	  kugle	  
der?	  
M:	  Arealet	  måske…	  ?	  
L:	  Vi	  får	  oplyst,	  hvor	  meget	  den	  vejer.	  Hvad	  hænger	  det	  sammen	  med?	  
M:	  Densiteten	  måske?	  
L:	  Glaskugler	  kan	  være	  forskellige	  ting.	  Det	  kan	  være	  en	  tynd	  skal,	  eller	  den	  kan	  være	  massiv.	  Hvilken	  slags	  
forstiller	  vi	  os	  her?	  
M:	  Massiv	  
L:	  Kan	  du	  huske	  fra	  fysik	  formlen	  for	  densitet?	  
M:	  Vi	  skal	  bruge	  rumfanget.	  	  (opskriver)	  	  
Læreren	  oplyser	  formlen	  for	  rumfang	  af	  kugle	  
	  
Maria	  kan	  se,	  at	  rumfanget	  har	  indflydelse	  på	  hvor	  meget	  mere	  den	  store	  kugle	  vejer.	  
	  
Maria	  kan	  nu	  opskrive	  to	  udtryk	  for	  de	  to	  kuglers	  volumen	  
Læreren	  beder	  Maria	  om	  at	  udregne	  hvad	   !! !giver	  
	  
Maria	  kan	  hurtigt	  svare,	  at	  det	  er	  !!	  ,og	  kan	  bruge	  dette	  til	  at	  konkludere,	  at	  den	  store	  kugle	  er	  8	  gange	  så	  
stor	  som	  den	  lille,	  hvorefter	  hun	  kan	  konkludere,	  at	  den	  store	  kugle	  vejer	  8	  gange	  så	  meget	  som	  den	  lille,	  og	  
at	  den	  dermed	  vejer	  84	  g.	  
Igen	  har	  Maria	  ikke	  helt	  styr	  på	  matematiseringen,	  men	  så	  snart	  hun	  får	  formlerne	  på	  plads,	  kan	  hun	  bruge	  
dem	  og	  konkludere	  ud	  fra	  disse	  uden	  problemer.	  
	  
Vores	  samlede	  konklusion	  i	  forhold	  til	  Marias	  udvikling	  af	  modelleringskompetencen	  er,	  at	  Maria	  stadig	  skal	  
ledes	  på	  vej	  for	  at	  komme	  i	  gang	  med	  at	  opskrive	  de	  udtryk,	  der	  skal	  bruges	  for	  at	  få	  et	  resultat,	  men	  vi	  ser	  
en	  let	  forøget	  tendens	  til	  at	  benytte	  symboler.	  Dog	  er	  det	  stadig	  ikke	  konsekvent,	  at	  Maria	  benytter	  
symboler,	  og	  hun	  er	  mere	  tilbøjelig	  til	  at	  anvende	  symbolerne,	  når	  vi	  er	  i	  dialog	  med	  hende	  under	  
interviewet,	  frem	  for	  når	  hun	  selv	  arbejder	  med	  opgaverne	  (som	  fx	  under	  Sluttest3).	  Marias	  vaner	  med	  at	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lave	  små,	  intuitive	  mellemregninger	  er	  svære	  at	  bryde,	  selvom	  hun	  godt	  selv	  kan	  se,	  at	  det	  er	  lettere	  at	  
overskue,	  hvis	  hun	  har	  mere	  generelle	  udtryk	  med	  symboler.	  
Marias	  matematiseringskompetence	  er	  tilsyneladende	  øget	  gennem	  interventionen	  og	  vi	  	  vurderer,	  at	  det	  
tekniske	  niveau	  af	  Marias	  modelleringskompetence	  er	  let	  forbedret	  gennem	  interventionen.	  
	  
Marias	  modelleringskompetence	  har	  en	  relativ	  høj	  dækningsgrad,	  idet	  hun	  er	  i	  stand	  til	  at	  udvælge	  
elementer,	  der	  har	  betydning	  for	  en	  model,	  ligesom	  hun	  kan	  validere	  og	  modificere	  modellen.	  	  
	  
Maria	  har	  fået	  en	  større	  sikkerhed	  i	  sin	  tilgang	  til	  modelleringsopgaver,	  således	  at	  hun	  lettere	  kan	  komme	  i	  
gang	  med	  opgaver,	  der	  modellerer	  forskellige	  virkelighedsområder.	  
Vi	  vurderer,	  at	  hendes	  modelleringskompetence	  har	  en	  forøget	  aktionsradius	  efter	  interventionen.	  
	  
Sigrids	  besvarelse	  af	  Sluttest3	  
Vi	  ser	  på	  Sigrids	  besvarelse	  af	  Sluttest3	  (se	  Figur	  74),	  at	  hun	  efter	  interventionen	  besvarer	  opgaverne	  
indenfor	  matematisering	  korrekt	  i	  75%	  af	  opgaverne,	  hvor	  hun	  i	  Detektionstest3	  svarede	  korrekt	  i	  58,3%	  af	  
matematiseringsopgaverne.	  Vi	  ser	  også,	  at	  hun	  har	  øget	  sin	  svarprocent	  inden	  for	  præmatematisering	  til	  
76,9%,	  problemløsning	  til	  50%	  (hvilket	  er	  en	  stigning	  på	  100%	  i	  forhold	  til	  Detektionstest3),	  samt	  
afmatematisering	  med	  69,2%.	  Samlet	  set	  er	  Sigrids	  resultat	  steget	  med	  40%.	  	  
	  
	  
	  
FIGUR	  74	  RELATIVT	  RESULTAT	  SLUTTEST3	  2B	  
Hvis	  vi	  ser	  på	  de	  udvalgte	  opgaver	  (se	  Figur	  75),	  ser	  vi,	  at	  Sigrid	  har	  en	  positiv	  udvikling	  i	  
præmatematisering,	  matematisering	  og	  afmatematisering,	  mens	  hun	  i	  disse	  opgaver	  har	  klaret	  
problemløsningen	  dårligere	  end	  til	  Detektionstest3.	  
Hvis	  vi	  sammenligner	  Sigrids	  udvikling	  med	  de	  øvrige	  elevers	  udvikling,	  ser	  vi,	  at	  flere	  af	  de	  øvrige	  elever	  har	  
haft	  en	  positiv	  udvikling	  i	  samme	  periode,	  mens	  nogle	  har	  haft	  en	  negativ	  udvikling.	  Det	  er	  med	  andre	  ord	  
et	  blandet	  billede	  af	  klassens	  udvikling	  vi	  ser.	  
	  
0%	  
20%	  
40%	  
60%	  
80%	  
100%	  
Agnee	   Elvira	   Karen	   Kris|an	  	  Martha	  Morten	   Sigrid	   Simon	   Solveig	   Tove	  
2B'S	  BESVARELSE	  I	  PROCENT	  -­‐	  SLUTTEST3	  
præmatema|sering	  
matema|sering	  
problemløsning	  
afmatema|sering	  
validering	  
135	  
	  
	  
FIGUR	  75	  2B'S	  UDVIKLING	  FRA	  START	  TIL	  SLUT	  I	  UDVALGTE	  OPGAVER	  
Sigrid	  besvarer	  spørgsmål	  1,	  2,	  4,	  5,	  7,	  9,	  hvor	  hun	  klarer	  de	  modelleringsfaser,	  der	  er	  i	  spil.	  Hun	  besvarer	  
overhovedet	  ikke	  spørgsmål	  8	  og	  11,	  mens	  besvarelsen	  af	  de	  andre	  spørgsmål	  er	  delvis	  tilfredsstillende.	  	  
Til	  sammenligning	  med	  Sigrids	  besvarelse	  af	  Detektionstest3	  ser	  vi	  se	  en	  mere	  grundig	  besvarelse,	  som	  
indeholder	  flere	  mellemregninger,	  lidt	  flere	  formler,	  samt	  flere	  variable	  og	  en	  konsekvent	  benyttelse	  af	  
enheder	  fx	  som	  på	  Figur	  76.	  	  
	  
	  
FIGUR	  76	  SIGRIDS	  BESVARELSE	  AF	  SPØRGSMÅL	  7	  INDEHOLDER	  FORMLER	  OG	  ENHEDER	  
	  
Interview	  
Under	  interviewet	  får	  vi	  Sigrid	  til	  at	  løse	  flere	  problemstillinger	  end	  hun	  har	  gjort	  under	  den	  skriftlige	  test.	  
Desuden	  får	  vi	  afklaret	  grunden	  til,	  at	  Sigrid	  ikke	  besvarer	  to	  af	  spørgsmålene	  i	  Sluttest3.	  
I	  forbindelse	  med	  spørgsmål	  3	  er	  der	  opstillet	  en	  formel,	  dog	  ikke	  på	  en	  helt	  korrekt	  måde,	  da	  det	  ikke	  er	  
tydeligt,	  hvad	  der	  beregnes	  vha.	  formlen.	  Desuden	  er	  besvarelsen	  gennemført	  trinvis,	  hvor	  startbeløbet	  for	  
andet	  år	  er	  forkert.	  Afmatematiseringen	  er	  korrekt	  ud	  fra	  de	  opnåede	  matematiske	  resultater.	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FIGUR	  77	  UDDRAG	  AF	  SARAS	  BESVARELSE	  AF	  SPØRGSMÅL	  3	  I	  
SLUTTEST3.	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De	  fejl,	  der	  ses	  i	  den	  skriftlige	  besvarelse,	  kan	  Sigrid	  relativt	  hurtigt	  bemærke	  og	  rette	  under	  interviewet.	  	  	  
	  
FIGUR	  78	  SIGRIDS	  TILFØJELSE	  TIL	  SPØRGSMÅL	  3	  UNDER	  INTERVIEWET	  
Sigrid	  opstiller	  forholdet	  mellem	  antal	  børn	  og	  antal	  julegaver	  i	  spørgsmål	  4	  på	  følgende	  måde:	  	  
	  
FIGUR	  79	  UDDRAG	  AF	  SIGRIDS	  BESVARELSE	  AF	  SPØRGSMÅL	  4	  
Vi	  har	  haft	  en	  forventning	  om,	  at	  hun	  vil	  indføre	  variable	  og	  opstille	  forholdet	  mellem	  antal	  børn	  og	  antal	  
julegaver	  som	  en	  ligning,	  men	  Sigrids	  opstilling	  er	  sandsynligvis	  en	  konsekvens	  af,	  at	  vi	  under	  interventionen	  
har	  haft	  fokus	  på	  hensigtsmæssig	  notation	  og	  forsøgt	  at	  få	  hende	  væk	  fra	  ”x,y”-­‐notationen.	  Både	  i	  
spørgsmål	  3	  og	  4	  er	  der	  tegn	  på,	  at	  hun	  ikke	  selv	  tager	  initiativ	  til	  at	  opstille	  en	  ligning,	  men	  at	  hun	  har	  en	  
korrekt	  forståelse	  af	  den	  matematiske	  kontekst.	  
	  
Svaret	  på	  spørgsmål	  6	  er	  følgende:	  
	  
FIGUR	  80	  SIGRIDS	  BESVARELSE	  AF	  SPØRGSMÅL	  6	  
Det	  ser	  ud	  til,	  at	  Sigrid	  ikke	  har	  forstået,	  hvad	  modelleringsopgaven	  kræver,	  men	  det	  viser	  sig	  under	  
interviewet,	  at	  hun	  var	  ude	  af	  stand	  til	  at	  fortsætte	  beregningerne,	  da	  hun	  ikke	  kunne	  huske	  formlen	  for	  
den	  eksponentielle	  vækst.	  Vi	  bemærker	  både	  brug	  af	  enheder	  og	  kommaseparator	  mellem	  de	  to	  
regnestykker,	  hvor	  vi	  ellers	  ofte	  oplever,	  at	  eleverne,	  når	  der	  foretages	  mellemregninger,	  vil	  blande	  
regnestykkerne	  sammen	  og	  fortsætte	  i	  et;	  de	  vil	  desuden	  også	  tilføje	  lighedstegn	  mellem	  beregningerne	  
(dette	  er	  kendt	  som	  dynamisk	  lighedstegn).	  	  	  
	  
Spørgsmål	  6	  
L:	  Hvordan	  har	  du	  tænkt	  dig	  at	  besvare	  spørgsmål	  6?	  
S:	  Jeg	  har	  udregnet	  vægten,	  hvis	  man	  bruger	  Marias	  model.	  	  
L:	  Er	  det	  nok?	  
S:	  Nej!	  Jeg	  skal	  også	  udregne	  hvad	  Rasmus’	  model	  giver.	  Men…	  jeg	  vidste	  ikke	  hvad	  jeg	  skulle…	  det	  er	  fordi	  
når	  jeg	  skulle	  finde	  de	  der	  2,04%	  af	  …det	  der	  1,540	  efter	  et	  år…skal	  så	  finde	  det	  igen	  efter	  to	  år…	  
Skal	  jeg	  så	  blive	  ved	  med	  det?	  
L:	  Man	  kan	  godt	  gøre	  det.	  Men	  kender	  du	  måske	  en	  model	  som	  virker	  på	  samme	  måde?	  Kan	  du	  finde	  blandt	  
de	  modeller,	  du	  kender,	  én,	  der	  passer	  til	  Rasmus’	  påstand?	  
S:	  Er	  det	  en	  eksponentiel…?	  
L:	  Er	  det	  det?	  
S:	  Nej…Er	  det	  ikke	  det?	  
L:	  Du	  skal	  være	  sikker	  på,	  hvorfor	  modellen	  holder.	  Hvorfor	  tror	  du,	  at	  det	  er	  en	  eksponentiel	  model?	  
S:	  Fordi	  den	  stiger	  procentvis…pr.	  måned.	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Dette	  viser,	  at	  Sigrid	  stadig	  har	  svært	  ved	  at	  træffe	  et	  kvalificeret	  valg	  af	  en	  matematisk	  model,	  en	  
vanskelighed,	  der	  højt	  sandsynligt	  skyldes	  hendes	  forståelse	  (eller	  mangel	  på	  samme)	  af	  begrebet	  
eksponentiel	  vækst,	  og	  hvordan	  dens	  egenskaber	  virker	  på	  det	  område,	  hun	  skal	  modellere.	  	  
Sigrid	  har	  svært	  ved	  at	  opstille	  modellen,	  herunder	  er	  hun	  ikke	  i	  stand	  til	  selvstændigt	  at	  skifte	  mellem	  
procent	  og	  decimaltal.	  Hun	  kan	  heller	  ikke	  anvende	  den	  givne	  rente	  til	  at	  bestemme	  
fremskrivningsfaktoren.	  Disse	  vanskeligheder	  kan	  være	  årsagen	  til	  Sigrids	  lave	  
problemløsningskompetence,	  som	  stadig	  volder	  hende	  problemer	  under	  modelleringsprocessen.	  
	  
FIGUR	  81	  UDDRAG	  AF	  SIGRIDS	  BESVARELSE	  AF	  SPØRGSMÅL	  6	  
Spørgsmål	  7	  overrasker	  ikke	  Sigrid.	  Hun	  har	  forstået,	  hvordan	  man	  beregner	  gennemsnitsfarten,	  og	  hun	  
starter	  med	  at	  opstille	  formel	  for	  fart.	  Hun	  løser	  uden	  besvær	  den	  anden	  del	  af	  opgaven,	  men	  her	  er	  der	  
ingen	  generel	  formel	  i	  besvarelsen.	  Trods	  det	  viser	  Sigrid	  her,	  at	  hun	  godt	  kan	  løse	  den	  nye	  problemstilling	  
og	  benytter	  enheder	  i	  mellemregningerne	  samt	  i	  konklusionen.	  	  	  
	  
FIGUR	  82	  UDDRAG	  AF	  SIGRIDS	  BESVARELSE	  AF	  SPØRGSMÅL	  7B).	  
I	  forbindelse	  med	  spørgsmål	  12	  har	  Sigrid	  vanskeligheder	  med	  at	  isolere	  x	  i	  den	  opstillede	  ligning.	  Hun	  laver	  
fejl,	  når	  hun	  omskriver	  den	  til	  ækvivalente	  ligninger,	  men	  den	  lange	  tekst	  har	  ikke	  slået	  hende	  ud,	  som	  vi	  
oplevede	  i	  forbindelse	  med	  Detektionstest3.	  	  
	  
FIGUR	  83	  UDDRAG	  AF	  SIGRIDS	  BESVARELSE	  AF	  SPØRGSMÅL	  12	  
Vi	  ser	  en	  fin	  besvarelse	  af	  spørgsmål	  9	  under	  interviewet,	  hvor	  hun	  demonstrerer,	  at	  hun	  selvstændigt	  kan	  
indføre	  variable.	  Ved	  den	  skriftlige	  test	  er	  Sigrids	  dokumentation	  for	  den	  matematiske	  tilgang	  dog	  meget	  
begrænset.	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FIGUR	  84	  SIGRIDS	  BESVARELSE	  AF	  SPØRGSMÅL	  9	  UNDER	  INTERVIEWET	  
	  
Sigrid	  besvarer	  ikke	  spørgsmål	  8	  og	  11.	  Hun	  begrunder	  det	  med	  manglende	  tid,	  og	  at	  hun	  har	  prioriteret	  
opgaverne.	  Under	  interviewet	  ser	  vi,	  at	  Sigrid	  nogenlunde	  forstår	  spørgsmålenes	  kontekst.	  	  
	  
Spørgsmål	  8	  
S:	  Jeg	  blev	  forvirret	  af	  det	  her	  spørgsmål.	  
L:	  Er	  det	  noget,	  der	  kan	  hjælpe	  dig	  til	  at	  få	  mere	  overblik	  over	  det?	  
S:	  Hmm…	  Det	  ved	  jeg	  ikke…jeg	  kan	  tegne	  dem…	  	  
…	  
L:	  Er	  der	  nogle	  oplysninger,	  som	  du	  ikke	  har	  brugt	  endnu?	  
S:	  Jeg	  kender	  prisen	  for	  dem.	  Det	  er	  40	  kr.	  og	  60	  kr.	  
L:	  Hvad	  tænker	  man	  på,	  når	  man	  spørger	  om,	  hvilken	  kage	  der	  er	  bedst	  at	  købe?	  
S:	  Hvad	  for	  en	  kage,	  man	  får	  mest	  for	  pengene.	  
L:	  Hvor	  meget	  får	  man	  for	  pengene	  for	  den	  lille	  brownie?	  
S:	  Hvor	  meget	  man	  får	  pr.	  cm2.	  
	  
Det	  tyder	  på,	  at	  Sigrid	  godt	  kan	  matematisere,	  men	  hun	  er	  ikke	  i	  stand	  til	  selv	  at	  tage	  initiativ	  til	  at	  komme	  i	  
gang	  med	  opgaven.	  I	  løbet	  af	  samtalen	  mister	  hun	  overblikket	  et	  par	  gange,	  men	  hun	  kan	  med	  lærerens	  
støttespørgsmål	  komme	  frem	  til	  den	  matematiske	  løsning,	  hvorefter	  hun	  selv	  kan	  afmatematisere.	  
	  
FIGUR	  85	  SIGRID	  BENYTTER	  FIGURER	  OG	  HUSKER	  AT	  SKRIVE	  ENHEDER	  
Spørgsmål	  11	  har	  hun	  slet	  ikke	  besvaret	  i	  den	  skriftlige	  prøve.	  
	  
Spørgsmål	  11	  
S:	  Jeg	  ved	  ikke	  helt…hvis	  diameteren	  er	  dobbelt	  så	  stor	  er	  vægt	  ikke	  også	  dobbelt	  så	  stor?	  
L:	  Hvordan	  vil	  du	  argumentere	  for	  det?	  Hvad	  er	  sammenhængen	  mellem	  vægt	  og	  diameter?	  
S:…	  
L:	  Hvis	  jeg	  siger,	  at	  det	  er	  noget	  med	  massefylde,	  siger	  det	  dig	  noget?	  
S:…Hmm…ja….	  
Sigrid	  får	  flere	  og	  flere	  ledende	  forklaringer,	  men	  det	  fører	  hende	  ikke	  til	  noget.	  Læreren	  forklarer	  til	  sidst,	  
at	  det	  er	  volumen,	  der	  har	  betydning	  for	  vægtens	  ændring	  i	  et	  håb	  om,	  at	  Sigrid	  selv	  kan	  styre	  den	  sidste	  
del	  af	  modelleringsprocessen.	  	  
Sigrid	  har	  store	  problemer	  med	  at	  overføre	  sin	  viden	  fra	  andre	  fagområder	  fx	  fysik	  til	  matematik.	  I	  
spørgsmål	  8	  ser	  vi,	  at	  hun	  godt	  kan	  modellere	  en	  opgave,	  der	  forgår	  i	  et	  todimensionalt	  rum	  i	  matematik,	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mens	  hun	  her	  viser,	  at	  hun	  har	  meget	  sværere	  ved	  at	  modellere,	  når	  opgaven	  appellerer	  til	  matematiske	  
objekter	  inden	  for	  det	  tredimensionale	  rum.	  
	  
Sigrid	  mangler	  konsekvent	  venstre	  side	  af	  lighedstegnet	  i	  de	  opstillede	  modeller,	  men	  hun	  skriver	  dog	  højre	  
side	  vha.	  symboler.	  Så	  modellerne	  er	  på	  sin	  vis	  generelle.	  	  
	  
Vores	  samlede	  konklusion	  i	  forhold	  til	  Sigrids	  udvikling	  er,	  at	  hun	  efter	  interventionen	  lettere	  selvstændigt	  
kan	  komme	  i	  gang	  med	  modelleringsprocessen.	  	  
Sigrid	  går	  i	  stå	  i	  modelleringsprocessen,	  når	  hun	  ikke	  kan	  huske	  matematiske	  begreber	  og	  formler,	  men	  når	  
opgaverne	  omhandler	  begreber,	  som	  hun	  er	  fortrolig	  med,	  kan	  hun	  godt	  modellere.	  
Hun	  kan	  let	  validere	  og	  modificere	  en	  model,	  som	  hun	  selv	  har	  opstillet,	  og	  dermed	  forbedre	  modellen.	  
Hun	  er	  blevet	  bedre	  til	  selvstændigt	  at	  indføre	  og	  anvende	  formler.	  	  
Dermed	  er	  modelleringskompetencens	  tekniske	  niveau	  hos	  Sigrid	  forhøjet,	  men	  stadig	  lavt.	  
Modelleringskompetencens	  dækningsgrad,	  som	  Sigrid	  har	  udviklet	  gennem	  interventionen,	  er	  relativt	  høj,	  
da	  hun	  er	  i	  stand	  til	  at	  udvælge	  og	  håndtere	  relevante	  informationer	  i	  modelleringen,	  og	  hun	  kan	  
gennemføre	  en	  matematisering,	  hvis	  den	  forudsætter	  matematiske	  objekter,	  som	  hun	  er	  fortrolig	  med.	  Hun	  
er	  også	  i	  stand	  til	  at	  vurdere	  modellens	  rækkevidde.	  	  
Vi	  vurderer,	  at	  Sigrids	  modelleringskompetences	  aktionsradius	  ikke	  er	  så	  stor,	  idet	  hun	  kun	  kan	  modellere	  
problemstillinger,	  der	  ligger	  indenfor	  et	  kendt	  område.	  Hun	  kan	  dog	  let	  sætte	  sig	  ind	  i	  nye	  problemstillinger,	  
hvis	  hun	  arbejder	  under	  lærerens	  vejledning.	  	  
	  
Begge	  de	  udvalgte	  elever	  har	  en	  positiv	  udvikling	  i	  forhold	  til	  matematiseringsfasen	  ud	  fra	  de	  opnåede	  
resultater	  fra	  de	  to	  tests	  (se	  Figur	  86).	  
	  
	  
FIGUR	  86	  DEN	  RELATIVE	  UDVIKLING	  AF	  MODELLERINGSFASERNE	  FOR	  DE	  UDVALGTE	  ELEVER	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 Konklusion	  3.6
Det	  viser	  sig,	  at	  modelleringskompetencens	  relationer	  til	  repræsentationskompetencen	  og	  
problembehandlings-­‐kompetencen	  er	  afgørende	  for	  udøvelsen	  af	  modelleringsprocessen.	  Der	  er	  principielt	  
tale	  om	  matematisk	  modelleringskompetence,	  hver	  gang	  matematikken	  anvendes	  i	  det	  ekstra-­‐matematiske	  
område.	  
Symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen	  har	  stor	  betydning	  for	  matematiseringsfasen	  i	  modelleringsprocessen,	  
især	  når	  man	  skal	  oversætte	  fra	  naturligt	  (hverdags-­‐)	  sprog	  til	  symbolholdigt	  matematisk	  sprog.	  
Vi	  har	  i	  projektet	  især	  haft	  fokus	  på	  den	  del	  af	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen,	  der	  handler	  om	  at	  
kunne	  afkode	  en	  tekstopgave	  og	  opskrive	  sammenhænge	  fra	  tekst	  til	  symboler.	  	  
Da	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetencen	  spiller	  en	  væsentlig	  rolle	  i	  matematiseringsfasen,	  har	  denne	  
kompetence	  særligt	  indflydelse	  på	  udviklingen	  af	  matematiseringsfasen	  i	  modelleringsprocessen	  og	  dermed	  
indflydelse	  på	  udviklingen	  af	  modelleringskompetencen	  som	  helhed.	  En	  elev,	  der	  er	  i	  besiddelse	  af	  symbol-­‐	  
og	  formalismekompetence	  på	  et	  lavere	  niveau,	  vil	  have	  vanskeligheder	  med	  modelleringsprocessen,	  især	  i	  
forbindelse	  med	  matematiseringsfasen,	  og	  vil	  dermed	  opleve	  det	  som	  en	  blokering	  i	  det	  videre	  arbejde	  
med	  modellen.	  	  
	  
Vi	  har	  forsøgt	  at	  tilrettelægge	  og	  gennemføre	  et	  interventionsforløb,	  med	  fokus	  på	  matematiseringsfasen	  
og	  dermed	  symbol-­‐og	  formalismekompetencen.	  Vi	  ønskede	  at	  skabe	  en	  øget	  tilbøjelighed	  hos	  eleverne	  til	  
at	  indføre	  symboler	  og	  formler	  og	  derved	  aktivere	  elevernes	  symbol-­‐	  og	  formalismekompetence	  i	  
forbindelse	  med	  modelleringsopgaver.	  
Vores	  interventionsforløb	  bestod	  i	  at	  udsætte	  eleverne	  for	  en	  række	  modelleringsopgaver,	  der	  ikke	  lignede	  
de	  standardopgaver,	  eleverne	  kender	  fra	  deres	  daglige	  undervisning,	  og	  som	  krævede	  en	  vis	  grad	  af	  
symbolindførelse	  og	  –	  behandling.	  
Vi	  har	  gennem	  interventionen	  observeret	  en	  lettere	  forøget	  tendens	  hos	  de	  udvalgte	  elever	  til	  at	  indføre	  
symboler	  og	  formler	  i	  deres	  arbejde	  med	  modelleringsopgaver.	  Når	  vi	  sammenligner	  de	  udvalgte	  elevers	  
udvikling	  med	  de	  øvrige	  elever	  i	  klasserne,	  kan	  vi	  ikke	  tydeligt	  konkludere,	  at	  den	  positive	  udvikling	  er	  en	  
effekt	  af	  interventionen,	  idet	  de	  fleste	  af	  de	  øvrige	  elever	  også	  opnår	  en	  positiv	  udvikling	  i	  forhold	  til	  
matematiseringsfasen.	  
I	  2x	  ser	  vi	  dog,	  at	  Marias	  relative	  udvikling	  i	  matematiseringsfasen	  er	  større	  end	  de	  øvrige	  elevers	  udvikling.	  
	  
I	  forhold	  til	  resultaterne	  af	  Sluttest3	  kan	  vi	  se,	  at	  Sigrid	  har	  forbedring	  i	  det	  samlede	  resultat	  på	  20%	  i	  
forhold	  til	  Detektionstest3.	  Hun	  har	  desuden	  tydeligt	  demonstreret	  under	  interviewet,	  at	  hun	  godt	  kan	  
besvare	  de	  manglende	  dele	  af	  opgaverne,	  som	  hun	  ikke	  fik	  dokumenteret	  i	  tilstrækkelig	  grad	  til	  den	  
skriftlige	  test.	  	  
Samlet	  set	  ser	  vi	  en	  positiv	  udvikling	  i	  hendes	  modelleringskompetence	  i	  forhold	  til	  dækningsgrad	  og	  teknisk	  
niveau.	  
Ser	  man	  på	  Marias	  resultater	  af	  Sluttest3,	  er	  man	  tilbøjelig	  til	  at	  tro,	  at	  interventionsforløbet	  ikke	  har	  haft	  
nogen	  positiv	  effekt,	  idet	  hun	  har	  en	  negativ	  udvikling	  i	  det	  samlede	  resultat	  på	  19%	  i	  forhold	  til	  
Detektionstest3.	  Dog	  er	  der	  flere	  parametre,	  man	  kan	  måle	  på	  i	  forhold	  til,	  hvilken	  effekt	  interventionen	  har	  
haft	  på	  Marias	  udvikling	  af	  modelleringskompetence.	  Man	  kan	  bl.a.	  se	  på	  kvaliteten	  af	  de	  besvarede	  
opgaver	  i	  Sluttest3,	  som	  er	  væsentligt	  bedre,	  især	  i	  forhold	  til	  anvendelse	  af	  symboler.	  
Samlet	  set	  ser	  vi	  en	  udvikling	  i	  Marias	  modellerigskompetence	  i	  forhold	  til	  det	  tekniske	  niveau	  samt	  
aktionsradius.	  	  
Udvikling	  af	  modelleringskompetence	  er	  meget	  kompleks	  og	  kræver	  tid,	  og	  dermed	  vil	  det	  gavne	  eleverne	  
mest,	  hvis	  læreren	  løbende	  i	  planlægningen	  af	  undervisning	  er	  opmærksom	  på,	  hvordan	  de	  inddrager	  
symboler,	  da	  dette	  er	  et	  væsentligt	  aspekt	  i	  forbindelse	  med	  modellering.	  
Vi	  er	  skeptiske	  overfor	  effekten	  i	  forhold	  til	  at	  udvikle	  modelleringskompetencen	  i	  tilstrækkelig	  grad	  i	  
isolerede	  interventionsforløb.	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5 Bilag	  
 Detektionstest	  1	  5.1
	   57 spørgsmål fra Professoren 
	  
1 .  Giv	   et	   andet	  udtryk	  for	  1 !!	  
	  
2. Giv	  et	  andet	  udtryk	  for	  3 !!	  
	  
3. Betyder	  a2	  	  det	  samme	  som	  2a?	  Ja:	  	  Nej:	  	  Kan	  ikke	  svare	  
	  
4. Er	  3a	  =	  a3?	  Ja:	  	  Nej:	  	  Kan	  ikke	  svare:	  
	  
5. Betyder	  4b	  det	  samme	  som	  4	  +	  b?	  Ja:	  	  Nej:	  	  Kan	  ikke	  svare:	  
	  
6. Hvad	  er	  !! ∙ !!?	  (hvor	  hverken	  a	  eller	  b	  er	  0.)	  
	  
7. Er	  	   tallet	  	  	  −a	   positivt	  	  	  eller	  	  negativt,	   eller	  	  kan	  	   det	   ikke	  	  afgøres?	  
	  	  	  	  	  Positivt:	  	  Negativt:	  	  Kan	  ikke	  afgøres:	  	  
	  
8. Hvor	   meget	   er	   110%	  af	  85?	  	  
	  
9. En	   vare	   koster	   inklusive	   25%	  moms	  150	  kr.	  Hvor	   stor	   en	  procentdel	  af	  de	  150	  kr.	   udgør	  
momsen?	  
	  
10. Hvad	  er	   !! ∙ !! ? 
	  
11. Hvilket	  tal	  er	  størst	  !!	  eller	  0,6?	  
	  
12. Hvad	  er	  𝑐/𝑑𝑐 ?	  
	  
13. Hvad	  er	  størst	  !"! 	  eller	  !"! ?	  
	  
14. Hvad	  er	  0 ∙ 𝑥?	  
	  
15. Hvad	   er	   0	  +	  x?	  
	  	  	  	  	  Hvad	   er	   x	  −	  x?	  
	  	  	  	  	  Hvad	   er	   a	  +	  b	  −	  a	  −	  b?	  	  
	  	  	  	  	  Hvad	   er	   a	  +	  b	  −	  (a	  −	  b)?	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16. Hvad	  er	  !!!!?	  
	  
17. Findes	   der	  nogen	  værdier	  	  af	  a,	   således	  at	   a2	  	  =	  2a?	   Ja:	  	  	  	   Nej:	  	  	  	  Kan	  ikke	  svare:	  
	  
18. Findes	  der	  nogen	  	  værdier	  af	   b,	   således	  	  at	  4b	  =	  4	  +	  b?	  	  Ja:	  	  	  Nej:	  	  
	  	  	  	  	  Kan	  ikke	  svare:	  	  
	  
19. Om	  tallene	  k	  og	  s	  ved	  vi	  at	  !! ∙ 𝑘 = 𝑠.  Isolér	  k	  :	  
	  
20. Hvad	   er	   løsningen/løsningerne	  til	   ligningen	   3x	  −	  x	  =	  2x?	  
	  
21. Hvad	  	   kan	  	   du	  	  sige	  	  om	  	  de	  	  to	  	   tal	  	   c	   og	   d	  	  når:	  	   7c	  +	  22	  	  =	   109	   og	  
	  	  	  	  	  7d	  +	  22	  =	  109?	  
	  
22. Hvad	  	  kan	   du	   med	   ord	   sige	  om	   sammenhængen	  mellem	   x	   og	  y	  når	  
y	  =	  x	  +	  5?	  
	  
23. Er	   f	  (x)	   =	  x2	  −	  x	  og	  g(x)	   =	  x(x	  −	  1)	  lig	  hinanden	  eller	  er	  de	  forskel-­‐	  lige?	  Lig	  hinanden:	  	  
Forskellige:	  
	  
24. Hvis	  f	  (x)	  =	  5,	  er	  det	  så	  en	  funktion?	  Ja:	  	  Nej:	  	  Kan	  ikke	  svare:	  
	  
25. Er	   x	  =	  0	  en	  løsning	   til	   ligningen	   3x	  −	  x	  =	  2x?	   Ja:	  	  	  	   Nej:	  	  	  	  Kan	   ikke	  svare:	  	  
	  
26. Afrund	  	  148,	  72	  +	  51,	  351	  til	   et	   helt	   tal:	  
	  
27. Hvilke	  af	  følgende	  brøker	  er	  lig	  hinanden:	  !! , !!" , !!" , !!	  ?	  
	  
28. Opskriv	   !!"	  som	  decimaltal:	  
	  
29. Hvilken	   er	   sødest:	   En	   blanding	   af	  2	  teskefulde	   sukker	   og	  6	  teskefulde	  citronsaft	   eller	   en	  
blanding	  	   af	   8	   teskefulde	  	   sukker	   og	   24	   teskefulde	  citronsaft?	  Den	   første:	  	  Den	   anden:	  	  
Lige	  søde:	  	  
	  
30. Hvilket	  	  tal	   er	   størst:	  	  0,	  32	  eller	   0,	  315?	  
	  
31. Hvis	  P	   er	  antal	   professorer	   og	  S	   er	  antal	   studerende,	  hvad	   udtrykker	  følgende	   ligning	   da	  
om	   sammenhængen	  mellem	   antallet	  af	   professorer	   og	   antallet	   af	   studerende:	  6 ∙ 𝑃 =𝑆?	  
	  
32. Hvornår	  	  er	   de	   to	   udtryk	  a	  +	  b	  −	  c	  og	  a	  −	  b	  +	  c	  lig	  hinanden?	  
	  
33. Løs	  ligningen:	   x	  =	  1.	  
	  	  	  	  	  Løs	  ligningen:	   (x	  −	  3)(x	  −	  5)	  =	  0.	  
	  
34. Bestem	  	  n	   når:	   4	  +	  n	  −	  2	  +	  5	  =	  11	  +	  3	  +	  5.	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35. Løs	  ligningen:	   3x	  +	  20	  =	  x	  +	  64	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Løs	  ligningen:	   7x	  −	  3	  =	  13x	  +	  15.	  
	  	  	  	  	  Er	   x	  =	  10	  en	   løsning	   til	   ligningen:	   7x	  −	  3	  =	  13x	  +	  15?	  
	  
36. Løs	  ligningen:	   −6x	  =	  24.	  
	  	  	  	  	  Løs	  ligningen:	   6x	  =	  24.	  
	  
37. For	   hvilke	   x	   gælder:	   38x	  +	  72	  =	  38x?	  
	  
38. Er	  	   !!"  	  og	  0,1	  det	  samme?	  Ja:	  	  Nej:	  	  Kan	  ikke	  svare:	  
	  
39. Er	  !!	  og	  0,4	  det	  samme?	  Ja:	  	  Nej:	  	  Kan	  ikke	  svare:	  
	  
40. Ligger	  9/11	  melle	  1,0	  og	  1,2?	  Ja:	  	  Nej:	  	  Kan	  ikke	  svare:	  
	  
41. Hvor	  mange	  decimaltal	  er	  der	  mellem	  !!       og     !!?	  
	  
42. Hvor	  mange	  brøker	  er	  er	  mellem	  0,65	  og	  0,66?	  
	  
43. Opskriv	  1/21/4	  og	  2,14,1  som	  sædvanlige	  brøker:	  
	  
44. Hvad	  er	  arealet	  af	  et	  rektangel	  med	  siderne	    	  og	  !!	  (med	  s>0)?	  
Hvad	  er	  omkredsen?	  
	  
45. I	  et	  	  koordinatsystem	   er	   punkterne	  med	  	  koordinaterne	   (2,	  −7)	   og	  (7,	  −2)	  
endepunkterne	  af	  et	   linjestykke.	  	  Hvad	   er	   koordinaterne	  	  for	  linjestykkets	  midtpunkt?	  
	  
46. I	   et	   koordinatsystem	   går	   der	   en	   ret	  	  linje	   gennem	  	  punkterne	  (0,	  0)	  
	  	  	  	  	  og	  (1,	  3).	   Opskriv	  	  en	   forskrift	  	  for	  denne	   linje:	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47. Hvilke	   af	   figurerne	   A,	  B,	   C,	   D,	   E	   og	  F	   forestiller	  	  funktioner?	  
Fig.	   A:	  En	   funktion:	  	  	  	  	   Ikke	   en	   funktion:	  	  	  	  	  Kan	   ikke	   svare:	  	  
Fig.	   B:	   En	   funktion:	  	  	  	  	   Ikke	   en	   funktion:	  	  	  	  	  Kan	   ikke	   svare:	  	  
Fig.	   C:	   En	   funktion:	  	  	  	  	   Ikke	   en	   funktion:	  	  	  	  	  Kan	   ikke	   svare:	  	  
Fig.	   D:	  En	   funktion:	  	  	  	  	   Ikke	   en	   funktion:	  	  	  	  	  Kan	   ikke	   svare:	  	  
Fig.	   E:	   En	   funktion:	  	  	  	  	   Ikke	   en	   funktion:	  	  	  	  	  Kan	   ikke	   svare:	  	  
Fig.	  F:	  En	  funktion:	  	  Ikke	  en	  funktion:	  	  Kan	  ikke	  svare:	  	  
	  
Hvis	   du	   har	  	  svaret	  	   ’Ikke	  en	   funktion’	  	  til	   en	   eller	   flere	  af	   figurerne,	  forklar	   da	   hvorfor	   der	  
ikke	  er	   tale	   om	  en	   funktion:	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48. Hvilke	   hele	   tal	   er	   der	   mellem	   −2	  og	  3,	  5?	  
	  
49. Findes	  	  der	  	  et	  	  største	  	  tal	  	  a	  	  som	  	  opfylder:	  	  2	  	  ≤	  	  a	  	  <	  	  4?	  	  Ja:	  	  	  Nej:	  Kan	  ikke	  svare:	  	  
	  
50. Hvis	  a	  =	  b	  er	  så	  b	  =	  a?	  Ja:	  	  Nej:	  	  Kan	  ikke	  svare:	  
	  
51. Hvis	  a	  <	  b	  er	  så	  b	  <	  a?	  Ja:	  	  Nej:	  	  Kan	  ikke	  svare:	  
	  
52. Hvis	  a	  <	  b	  er	  så	  b	  >	  a?	  Ja:	  	  Nej:	  	  Kan	  ikke	  svare:	  
	  
53. Er	  !!!!!! = !! − 1?	  Ja:	  	  Nej:	  	  Kan	  ikke	  svare:	  
	  
54. Hvad	  er	  !∙ !!!∙ !! 	  ? 
	  
55. Er	  	  !!!!!! = !! ?	  	  Ja:	  	  Nej:	  	  Kan	  ikke	  svare:	  
	  
56. Er	  !!!!!! = !!?	  Ja:	  	  Nej:	  	  Kan	  ikke	  svare:	  
	  
57. Hvad	  er	  	   !!!!!!!!!?	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 Forventninger	  i	  forhold	  til	  elevernes	  besvarelse	  af	  5.2
Detektionstest1:	  
Her	  ser	  vi	  udelukkende	  på	  de	  opgaver	  der	  omhandler	  manipulation	  med	  bogstavudtryk	  samt	  ligninger,	  da	  
det	  er	  dette	  vi	  vil	  koncentrere	  os	  om	  i	  projektet.	  (opgaverne	  14,15,17-­‐22,	  25,	  29,	  31-­‐37,	  53-­‐57)	  
opgave	   forventet	  svar	  
Korrekt(K)	  
/forkert(F)	   flest	  elever	  besvarer	  opgaven:	  
Bekræftet	  (B)	  /	  
Afkræftet	  (A)	  
14	   0	   K	   0	  	  nogle	  svarer	  𝑥	   B	  
15	  a	   𝑥	   K	   𝑥	   B	  
15b	   0x	   K	   0,	  nogle	  svarer	  –	   B	  
15c	   0a+0b	  eller	  0	   K	   0	   B	  
15d	   0a+0b	  eller	  0	   F	   Under	  halvdelen	  af	  eleverne	  svarer	  korrekt	  på	  denne	  opgave,	  flere	  svarer	  0;	  en	  del	  svarer	  et	  andet	  udtryk	  hvor	  i	  a	  og	  b	  indgår.	   B	  
17	   Middeleleven	  vil	  prøve	  
sig	  frem	  og	  nå	  til	  at	  2	  er	  
en	  løsning	  men	  ikke	  0	  
F	  
Flest	  elever	  svarer	  nej	  til	  spørgsmålet,	  lidt	  under	  halvdelen	  svarer	  ja.	  
Eleverne	  argumenterer	  ikke	  for	  deres	  svar,	  hvorfor	  vi	  ikke	  kan	  sige	  om	  
de	  har	  løst	  opgaven	  på	  den	  måde	  vi	  forventede.	  
A	  
18	   Eleven	  vil	  forsøge	  at	  
løse	  ligningen	  og	  få	  
svaret	  4/3	  (eller	  ¾)	  
K	  (F)	   Flest	  svarer	  nej	  og	  lidt	  under	  halvdelen	  svarer	  ja.	  Svarene	  gives	  uden	  argumentation	  eller	  beregning.	   A	  
19	   Nogle	  vil	  ikke	  kunne	  
svare,	  da	  eleverne	  ikke	  
kender	  udtrykket	  Isolér	  
F	  
Mange	  besvarer	  ikke	  opgaven,	  det	  er	  svært	  at	  vide	  om	  det	  er	  brøkerne,	  
bogstaverne	  eller	  formuleringen	  der	  gør,	  at	  eleverne	  ikke	  kan	  løse	  
opgaven.	  
B	  
20	   2𝑥 = 2𝑥  eller  𝑥 = 1	  
F	  
Flere	  elever	  skriver	  en	  talværdi	  (𝑥 = 0  eller  𝑥 = 1  i	  de	  fleste	  tilfælde)	  enkelte	  elever	  når	  frem	  til	  𝑥 = 𝑥	  eller	  2𝑥 = 2𝑥,	  men	  angiver	  ikke	  noget	  svar	  på	  spørgsmålet.	  
En	  stor	  del	  af	  eleverne	  svarer	  ikke	  på	  opgaven.	  
B	  
	  
21	   Eleverne	  vil	  se	  de	  to	  
ligninger	  hver	  for	  sig	  og	  
evt.	  løse	  ligningerne,	  
men	  de	  vil	  ikke	  komme	  
frem	  til	  svaret	  c=d.	  
F	   Mange	  elever	  besvarer	  ikke	  denne	  opgave.	  Enkelte	  elever	  når	  frem	  til	  at	  svare	  at	  c	  og	  d	  er	  ens.	  
B	  
	  
22	   Eleven	  vil	  sætte	  tal	  ind,	  
fx	  x=1	  og	  få	  y=1+5=6	   F	  
Få	  elever	  kan	  svare	  korrekt	  på	  denne	  opgave.	  Flere	  elever	  forsøger	  sig	  
med	  at	  formulere	  et	  svar,	  men	  ikke	  
korrekt.	  
A	  
	  
25	   omskriver	  til	  2x=2x	  og	  
sætte	  0	  ind	  =>	  svaret	  er	  
Ja	   K	  
Mange	  elever	  svarer	  ja	  til	  dette	  spørgsmål,	  men	  vi	  kan	  ikke	  se	  hvordan	  
de	  når	  frem	  til	  svaret,	  det	  kan	  dermed	  være	  tilfældigt.	  Nogle	  elever	  
svarer	  dog	  også	  nej	  til	  spørgsmålet	  –	  igen	  kan	  det	  være	  tilfældigt,	  da	  
der	  ikke	  er	  argumentation	  forbundet	  med	  svaret.	  
A	  /(B?)	  
31	   Der	  er	  flere	  studerende	  
end	  professorer	  
K	  
	  
En	  del	  elever	  besvarer	  ikke	  denne	  opgave.	  Der	  er	  få	  elever	  der	  svarer	  
korrekt	  på	  spørgsmålet	  og	  en	  del	  elever,	  der	  svarer	  noget	  forkert	  (der	  
er	  6	  professorer	  til	  1	  studerende	  eller	  der	  er	  lige	  mange)	  
A	  
32	   Aldrig	  
F	  
En	  del	  elever	  besvarer	  ikke	  opgaven	  eller	  svarer	  forkert.	  Meget	  få	  
elever	  kan	  svare,	  at	  de	  to	  udtryk	  er	  ens	  hvis	  b	  og	  c	  er	  ens.	  Få	  elever	  
svarer,	  at	  de	  to	  udtryk	  aldrig	  er	  ens.	  
A	  
33a	   Kan	  ikke	  løses	  
F	   Under	  halvdelen	  af	  eleverne	  svarer	  korrekt	  på	  denne	  opgave.	  En	  del	  af	  eleverne	  besvarer	  ikke	  opgaven.	  
A	  
	  
33b	   Eleverne	  vil	  forsøge	  at	  
gange	  parenteserne	  
samme	  og	  nå	  frem	  til	  en	  
F	   Opgaven	  besvares	  ikke,	  eller	  eleverne	  prøver	  at	  gange	  parenteserne	  ud.	   B	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ligning	  de	  ikke	  kan	  løse	  
(andengradsligning)	  
34	   Vil	  omskrive	  ligningen	  
og	  få	  n=12	   K	   Ca.	  halvdelen	  af	  eleverne	  besvarer	  opgaven	  korrekt.	   B	  
35a	   Løse	  ligningen	  og	  få	  
x=22	   K	  
Eleverne	  der	  løser	  ligningen	  når	  i	  de	  fleste	  tilfælde	  til	  det	  korrekte	  svar,	  
en	  del	  elever	  forsøger	  dog	  ikke	  at	  løse	  ligningen.	   B	  
35b	   Løse	  ligningen	  og	  få	  x=3	  
(glemmer	  fortegnet)	   F	  
	  
Der	  er	  flere	  elever,	  der	  svarer	  3	  i	  denne	  opgave	  og	  en	  del	  færre,	  der	  
svarer	  -­‐3.	  
Mange	  elever	  løser	  ikke	  ligningen	  eller	  de	  når	  frem	  til	  en	  brøk	  de	  ikke	  
kan	  finde	  ud	  af	  at	  forkorte	  (fx	  	  = !"!!).	  
B	  	  (A	  da	  flere	  
elever	  ikke	  kan	  
løse	  ligningen?)	  
35c	   Vil	  løse	  ligningen	  i	  
stedet	  for	  at	  sætte	  10	  
ind	  (evt.	  vil	  nogle	  
henvise	  til	  at	  løsningen	  
var	  3/-­‐3	  lige	  før).	  
F	  (K)	  
Flest	  elever	  svarer	  Nej	  til	  denne	  opgave,	  men	  uden	  argumentation,	  så	  vi	  
ved	  ikke	  hvad	  der	  ligger	  bag	  svaret.	  Enkelte	  elever	  viser,	  at	  de	  indsætter	  
10	  og	  når	  frem	  til	  et	  ugyldigt	  udtryk.	  
A	  
36a	   x=4	  (glemmer	  fortegn)	  
F	  
Under	  halvdelen	  af	  eleverne	  svarer	  𝑥 = −4	  
Færre	  elever	  end	  i	  36b	  svarer	  korrekt	  i	  denne	  opgave.	  
A	  
36b	   x=4	  	  (evt.	  vil	  eleven	  
vende	  tilbage	  til	  
opgaven	  ovenfor	  og	  
rette	  til	  x=-­‐4)	  
K	   En	  stor	  del	  af	  eleverne	  svarer	  x=4	  i	  denne	  opgave.	   B	  
37	   72	   F	   Ingen	  af	  HF-­‐eleverne	  besvarer	  denne	  opgave	  korrekt.	  De	  fleste	  undlader	  at	  besvare	  opgaven.	   A	  
53	   Ja	   F	   Der	  er	  lige	  mange	  elever,	  der	  svarer	  ja	  som	  der	  svarer	  nej	  i	  denne	  opgave.	  Der	  er	  også	  end	  el	  elever	  der	  ikke	  besvarer	  opgaven.	   B	  (A?)	  
54	   −𝑎−𝑏	   F	  (kan	  forkortes)	   Mange	  elever	  regner	  ikke	  opgave	  færdig	  og	  forkorter	  fortegnene.	  Der	  er	  igen	  mange	  elever	  der	  ikke	  besvarer	  opgaven.	   B	  
55	   Ja	   F	   Her	  svarer	  en	  del	  elever	  korrekt	  nej	  til	  spørgsmålet.	   A	  
56	   Ja	   F	   Her	  svarer	  en	  del	  elever	  korrekt	  nej	  til	  spørgsmålet.	   A	  
57	   Eleverne	  kan	  ikke	  svare	  
på	  denne	  opgave	   	  
Der	  er	  ingen	  HF-­‐elever	  der	  svarer	  korrekt	  i	  denne	  opgave.	  Der	  svares	  
bl.a.	  !!.!!   eller  0  eller   − 𝑥 − 1	   B	  	  
Figur	  87	  Formodede	  resultater	  efter	  detektionstesten	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 Sluttest1	  5.3 30 spørgsmål på 60 minutter 
	  Navn:__________________________________	  	  	  klasse:	  __________________________	  	  
1. Hvad	  er	  9𝑠 + 5 ∙ (𝑠 − 3)?	  
2. Hvad	  er	  9𝑠 + (𝑠 − 3) ∙ 5?	  
3. Hvad	  er	  9𝑠 − 5 ∙ (𝑠 − 3)?	  
4. Hvad	  er	  0 + 𝑥?	  
5. Hvad	  er	  𝑥 − 𝑥?	  
6. Reducér  udtrykket:  2 3𝑎   +   5b +   3(4a   −   3b).	  
7. Bestem	  𝑛	  når	  5 + 𝑛 − 3 + 6 = 11 + 4 + 6.	  
8. Hvilke	  af	  følgende	  er	  ligninger?	  
a) 5 − 𝑥 ∙ 2 + 4 ∙ 𝑥	  	  	  	  	  
	   en	  ligning	  _____	  ikke	  en	  ligning______	  kan	  ikke	  svare_______	  
b) 𝑠 ∙ 𝑠 − 3 = 12	  	  	  	  	  	  	  	  
	   en	  ligning	  _____	  ikke	  en	  ligning______	  kan	  ikke	  svare_______	  
c) 𝑥 = 0	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
	   en	  ligning	  _____	  ikke	  en	  ligning______	  kan	  ikke	  svare_______	  
d) 7𝑐 + 22 = 109                	  
	   en	  ligning	  _____	  ikke	  en	  ligning______	  kan	  ikke	  svare_______	  
e) 8𝑥 − 1 + 𝑥 = 7𝑥 − 4	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   en	  ligning	  _____	  ikke	  en	  ligning______	  kan	  ikke	  svare_______	  9. Løs	  ligningen:	  4𝑥 = 20.	  
10. Hvad	  er	  løsningen/løsningerne	  til	  ligningen:	  7𝑥 − 2𝑥 = 5𝑥?	  
11. Løs	  ligningen:	  −4𝑥 = 20.	  
12. Løs	  ligningen:	  5𝑥 + 15 = 𝑥 + 43.	  
13. Løs	  ligningen:	  5𝑥 − 3 = 12𝑥 + 18.	  
14. Er	  𝑥 = 10	  en	  løsning	  til	  ligningen  5𝑥 − 3 = 12𝑥 + 18	  ?	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	   	   	   Ja:______	  	  Nej:______	  	  Ved	  ikke:_____	  
15. Er	  𝑥 = 2	  løsning	  til	  ligningen	  7𝑥 − 2𝑥 = 5𝑥?	  	  	  	  	  	  	   	   	   	   Ja:______	  	  Nej:______	  Ved	  ikke:______	  
16. For	  hvilke	  𝑥	  gælder,	  at	  	  27𝑥 + 62 =   27𝑥?	  	  
17. For	  hvilke	  x	  gælder	  at	  7𝑥 + 6	  er	  lig	  med	  8𝑥 − 2?	  
18. Hvor	  mange	  løsninger	  har	  ligningen:	  8𝑥 − 1 + 𝑥 = 7𝑥 − 1?	  
19. Hvis	  G	  er	  antallet	  af	  julegaver	  og	  B	  er	  antallet	  af	  børn,	  hvad	  udtrykker	  følgende	  ligning	  da	  om	  sammenhængen	  mellem	  antallet	  af	  gaver	  og	  antallet	  af	  børn	  8 ∙ 𝐺 = 𝐵?	  	  20. Er	  𝑎 = 3  en	  løsning	  til	  ligningen	  	  𝑎! = 2𝑎?	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
	   	   	   	   	  Ja:______	  	  Nej:_______	  	  Ved	  ikke:______	  21. Findes	  der	  nogen	  værdier	  af	  x,	  således	  at:	  	  	  −3𝑥 = −3 + 𝑥?	  	  	  
	   	   	   	   Ja:______	  	  Nej:_______	  	  Ved	  ikke:______	  
22. Om	  tallene	  𝑎  og  𝑏	  ved	  vi,	  at	  −7 ∙ 𝑎 = 𝑏.	  Isolér	  a.	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   23. Er	  tallet	  	  −𝑎  positivt,	  negativt	  eller	  kan	  det	  ikke	  afgøres?	  	   	   positivt:_____	  	  	  	  	  	  negativt:	  ______	  	  	  	  kan	  ikke	  afgøres:________	  	  
24. Løs  ligningen:  5 2𝑎   +   4 + 3 − 𝑎 ∙ 2 =   5 3𝑎 −   4 − 3 2𝑎 − 1 .	  
25. Løs	  ligningen	  
!! 𝑥 − 5 = 4.	  
26. Hvordan	  kan	  man	  skrive	  udtrykket	  
!∙(!!)!∙(!!)    	  på	  en	  anden	  måde?	  	  	  	  	  	  
27. 	  Hvad	  er	  !/!! 	  ?	  
28. Er	  udtrykkene	  	  3 + 𝑐 − 2𝑎  	  	  og	  −2𝑎 + 3 + 𝑐	  	  	  ens?	  	  
	   	   	   	   Ja:______	  	  Nej:_______	  	  Ved	  ikke:______	  
29. Er	  udtrykkene	  	  3𝑏 + 𝑎𝑏 − 5 − 4𝑎	  	  	  og	  	  	  𝑏𝑎 − 5 + 3𝑏 − 4𝑎	  	  	  	  ens?	  
	   	   	   	   Ja:______	  	  Nej:_______	  	  Ved	  ikke:______	  
30. Prisen	  for	  et	  mobilabonnement	  er	  49	  kr.	  om	  måneden.	  
Minutprisen	  for	  samtale	  er	  50	  øre.	  	  SMS	  er	  gratis.	  
Thomas	  har	  betalt	  99	  kr.	  for	  november	  måned.	  	  
Find	  ud	  af	  hvor	  mange	  minutter	  Thomas	  har	  talt	  i	  telefon	  i	  november,	  ved	  at	  opskrive	  en	  ligning	  og	  
løse	  den.	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 Detektionstest2	  5.4 23 Spørgsmål fra Professoren 
Her er 23 spørgsmål fra professoren. Det er meget vigtigt for vores undersøgelse, at du svarer på 
alle spørgsmålene, også hvis der skulle være nogle du ikke synes du kan gøre noget ved. På forhånd 
stor tak for hjælpen! 
Spørgsmål 1 
I matematik er ethvert kvadrat et rektangel, og ethvert rektangel er en firkant. Er det så korrekt, at 
enhver firkant er et kvadrat? 
• Ja:     Nej:     Sommetider:       Jeg kan ikke svare: 
Spørgsmål 2 
Begrund, at der ikke findes nogen løsning til ligningen 38𝑥 + 72 = 38𝑥. 
 
Spørgsmål 3 
Begrund, at ethvert tal er løsning til ligningen 3𝑥 − 𝑥 = 2𝑥. 
Spørgsmål 4 
Søren siger, at når man ganger et tal, 𝑎, med et andet tal, 𝑏, bliver resultatet altid større end 𝑎. 
Hvilke(t) af følgende svar til Søren anser du for korrekt(e): 
a) Ja, det har du ret i. 
b) Nej, for hvis man ganger f.eks. 4 med !! får vi som resultat 2, der jo er mindre end 4. 
c) For det meste har du ret, men der er nogle få undtagelser. 
d) Nej, for hvis man f.eks. ganger 10 med −5 får man −50, som jo er mindre end 10. 
Spørgsmål 5 
Det følgende skal forestille et bevis for at ethvert tal er lig med 0. 
”Vi ser på et vilkårligt tal 𝑎 og sætter 𝑏 = 𝑎.  
Ved at gange med 𝑎 på begge sider af lighedstegnet får vi 𝑎𝑏 = 𝑎!. Så kan vi udregne 
 𝑎 𝑏 − 𝑎 = 𝑎𝑏 − 𝑎! = 0 (da vi har 𝑎𝑏 = 𝑎!). 
Da 0 gange hvad som helst (f.eks. 𝑏 − 𝑎) er 0, er 
 0 = 0 ∙ (𝑏 − 𝑎), 
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som sættes ind ovenfor, så vi får 
 𝑎 ∙ 𝑏 − 𝑎 = 0 = 0 ∙ (𝑏 − 𝑎). 
Nu kan vi dividere med 𝑏 − 𝑎 på begge sider af lighedstegnet. Tilbage står 𝑎 = 0. Da 𝑎 var 
vilkårligt valgt er ethvert tal lig med 0.” 
a) Er det sandt, at ethvert tal er lig med 0? Ja:        Nej:            Jeg kan ikke svare: 
b) Er det anførte bevis korrekt? Ja:         Nej:            Jeg kan ikke svare: 
c) Hvis du mener, at det anførte bevis er ukorrekt, hvad er så galt med det? 
Spørgsmål 6 
Anser du følgende argument for holdbart: 
”Det passer aldrig, at (𝑥 + 𝑦)! = 𝑥! + 𝑦!, for vi ved jo, at der altid gælder  (𝑥 + 𝑦)! = 𝑥! + 2𝑥𝑦 + 𝑦!.” 
 
• Ja:     Nej:     Måske:     Jeg kan ikke svare: 
Spørgsmål 7 
Hvorfor er det forbudt at dividere et tal, 𝑡, med 0? 
a) Fordi, det har man nu engang vedtaget. 
b) Fordi der ikke findes noget tal der ganget med 0 giver 𝑡. 
c) Fordi der ikke findes noget tal der ganget med 0 giver 𝑡, med mindre 𝑡 selv er 0, og så vil 
alle tal kunne bruges. 
Spørgsmål 8 
Vurdér følgende ræsonnement:  
”I 2010 var nationalproduktet pr. indbygger ca. 47000 $ i USA og ca. 37000 $ i Danmark. Taget 
under ét for de to lande var nationalproduktet pr. indbygger derfor (47000+37000)/2 = 42000 $.” 
 
Spørgsmål 9 
Vi ved, at en ligning af formen 𝑦 = 𝑎𝑥 (hvor 𝑎 er en konstant) giver en ret linje gennem (0,0) i et 
koordinatsystem. Er det så rigtigt at påstå, at enhver ret linje gennem (0,0) har en ligning af formen 𝑦 = 𝑎𝑥, hvor 𝑎 er en konstant? 
• Ja:         Nej:        Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar. 
Spørgsmål 10 
Lad os antage, at 80% af gæsterne på caféer er piger/kvinder. Er det så korrekt, at 80% af 
pigerne/kvinderne går på café? 
• Ja:     Nej:      Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar. 
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Spørgsmål 11 
Et dansk folketingsmedlem udtalte i en folketingsdebat i 1999 følgende:  
”Når 39% af den mandlige befolkning og 30% af den kvindelige befolkning aldrig kommer på 
bibliotekerne, vil det sige, at i alt 69% af hele befolkningen aldrig kommer på bibliotekerne.” 
• Vurdér denne påstand. 
Spørgsmål 12 
Et førstegradspolynomium er for alle tal 𝑥 givet ved forskriften 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏, hvor 𝑎 ikke er 0. Er 𝑦 = 0𝑥 − 2 et førstegradspolynomium? 
 
• Ja:    Nej:     Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar. 
 
Spørgsmål 13 
Et kvadrat er et rektangel, hvor alle fire sider er lige lange. Er ethvert kvadrat et rektangel? 
 
• Ja:    Nej:     Jeg kan ikke svare: 
 
Spørgsmål 14 
Er ethvert rektangel også et kvadrat? 
 
• Ja:    Nej:     Jeg kan ikke svare: 
 
Spørgsmål 15 
Søren siger, at hvis man laver en ny cirkel ved at halvere diameteren i en cirkel, har den nye cirkel 
både halvt så stor en omkreds og halvt så stort et areal som den oprindelige. Har Søren ret? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
• Ja:    Nej:      Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar. 
 
2d d 
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Spørgsmål 16 
Susanne siger, at hvis man laver en ny terning ved at fordoble længden af alle kanterne i en terning, 
har den nye terning et otte gange så stort rumfang som den oprindelige. Har Susanne ret? 
 
• Ja:     Nej:     Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar. 
 
Spørgsmål 17 
En taxa i Århus tager et startgebyr på kr. 30,00 og kr. 7,30 pr. kørt kilometer. Ali skal køre 10 
kilometer med taxa i Århus og Aya skal køre 20 kilometer. 
• Er det rigtigt at Aya skal betale dobbelt så meget som Ali? Ja:    Nej:    Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar. 
Spørgsmål 18 
Aya siger, at der for alle reelle tal gælder, at 𝑎! ≥ 𝑎. Hvilke af følgende værdier af 𝑎 kan bruges til 
at vise, at dette udsagn er falsk? 
a) 𝑎 = − !! 
b) 𝑎 = 0 
c) 𝑎 = !!" 
d) 𝑎 = 1 
e) 𝑎 = 0,2 
Spørgsmål 19 
Søren siger, at hvis en 4-sidet figur har fire lige lange sider, så er figuren et kvadrat. Hvilken af de 
følgende figurer kan eventuelt bruges til at vise, at Søren ikke har ret?  
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 20 
Aya og Ali betragter tallene 3 og 11. De bemærker, at deres sum (3+ 11) er et lige tal, mens deres 
produkt (3 ∙ 11) er et ulige tal. 
Aya siger: ”Hvis summen af to heltal er lige, så er deres produkt ulige.” 
Ali siger: ”Hvis produktet af to heltal er ulige, så er deres sum lige.” 
• Er indholdet i Ayas og Alis udsagn det samme? Ja:    Nej:     Jeg kan ikke svare: 
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Spørgsmål 21 
Nedenstående figur udgør et bevis for at en trekants vinkelsum altid er 180°, hvilket ses ved at 
trekantens vinkelsum er 𝑢 + 𝑣 + 𝑤, den samme sum som ved den øverste linje, hvor summen klart 
er lig 180°. 
 
                     
 
• Har vi bevist at alle trekanter har en vinkelsum på 180°? Ja:     Nej:    Jeg kan ikke svare: 
• Eller bliver vi nødt til at måle på de konkrete trekanter, som vi betragter? Ja:   Nej:     Jeg 
kan ikke svare: 
 
Spørgsmål 22 
Tallet 7 er den mest sandsynlige sum ved kast med to terninger. Hvordan kan man begrunde, at det 
forholder sig sådan? 
 
Spørgsmål 23 
Vi vil nu bevise, at en 𝑛’te del, altså  !!, hvor 𝑛 er et positivt helt tal, kan blive så lille et tal som det 
skal være. 
Antag, at der findes en mindste 𝑛’te del, som vi kalder !! , hvor 𝑁 er et positivt helt tal. Men hvis 
vi nu lægger 1 til i nævneren, altså !!!! , så vil der jo gælde, at !!!! < !! . Altså må vores 
antagelse være forkert, hvilket betyder, at der ikke findes en mindste 𝑛’te del. 
• Er du enig i at ovenstående er et bevis for at en 𝑛’te del kan blive så lille som det skal være? 
Ja:     Nej:    Jeg kan ikke svare: 
 
	  
	   	  
u w 
v 
u w 
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 Forventet	  besvarelse	  af	  Detektionstest2	  5.5
Spg.	   Forventet	  elev	  svar	   Korrekt(K)/	  
forkert(F)	  
Flest	  elever	  besvarer	  
opgaven	  
Bekræftet(B)/afkræftet(A)	  
	  	  	  	  	  	  	  	  1pq	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  3d	  
1	   Ja	  eller	  sommetider	   F	   Nej	   A	   A	  
2	   72=0,	  dvs.	  0	  er	  en	  løsning	  
F	  
Eleverne	  i	  1pq	  begrunder	  
ikke	  deres	  svar,	  Flere	  elever	  i	  
3d	  begrunder,	  at	  ligningen	  
ikke	  har	  nogen	  løsning	  
B	   A	  
3	   Indsætter	  tal,	  x=0;	  x=1	  
F	  
1pq	  begrunder	  ikke,	  men	  
løser	  ligningen	  til	  2x=2x	  i	  3d	  
begrunder	  over	  halvdelen	  
korrekt	  
B	   A	  
4	   b),	  ikke	  alle	  vil	  opfatte,	  at	  
der	  er	  flere	  
svarmuligheder	  
K	  
(delvist)	  
b)	  og	  d)	  
mange	  elever	  har	  begge	  
svarmuligheder	  med	  
B/(A)	   B/(A)	  
5a	   Nej	  
K	  
1pq	  få	  elever	  svarer	  nej	  
3d	  mange	  elever	  svarer	  nej	   A	   B	  
5b	   Ja	  
K	  
1pq	  	  få	  elever	  svarer	  ja	  
3d	  	  mange	  elever	  svarer	  ja	   A	   B	  
5c	   Begrundelsen	  vil	  mangle.	  
Kun	  få	  elever	  vil	  se,	  at	  
det	  er	  et	  problem,	  at	  
man	  ganger	  med	  0	  
F	  
Få	  elever	  svarer	  på	  dette	  
spørgsmål	   B	   B	  
6	   Nej.	  	  
Få	  eller	  ingen	  elever	  vil	  
kunne	  ræsonnere,	  at	  
udsagnet	  er	  sandt	  for	  
x=0	  v	  y=0	  
K	  	  
(F)	  
	  
	  
	  
En	  del	  elever	  svarer	  nej	  til	  
påstanden,	  men	  begrunder	  
ikke	  deres	  svar	   B	   B	  
7	   b)	  ,	  eleverne	  vil	  ikke	  
kunne	  gennemskue	  c)	   F	  
Eleverne	  svarer	  hhv.	  b)	  eller	  
c)	  	  
(overvægt	  på	  svar	  b)	  
B	   B	  
8	   Svaret	  er	  korrekt	  
F	  
Flest	  elever	  svarer.	  at	  
påstanden	  er	  korrekt	   B	   B	  
9	   Ja	  	   F	   Mange	  elever	  svarer	  ja	  	   B	   B	  
	   Vil	  henvise	  til	  ligefrem	  
proportionalitet	  eller	  
tegne	  en	  skitse	  af	  en	  ret	  
linje	  gennem	  (0,0)	  med	  
a>0	  
F	  
Ingen	  elever	  giver	  en	  korrekt	  
begrundelse,	  mange	  elever	  
angiver	  en	  tegning	  af	  en	  
proportionalitet	  
B	   B	  
10a	   Ja	   K	   Nej	   A	   A	  
10b	   Begrundelsen	  vil	  mangle	  
F	  
Nogle	  elever	  giver	  en	  
korrekt	  begrundelse	  for	  
deres	  svar	  
A	   A	  
11	   Vurderer	  at	  påstanden	  er	  
korrekt	   F	  
Angiver	  at	  det	  passer	   B	   B	  
12a	   Ja	   F	   Nej	   A	   A	  
12b	   a=0,	  b=-­‐2	   K	   1pq	  få	  svarer	  at	  a=0	  	  3d	  mange	  svarer	  a=0	   A	   B	  
13	   Ja	   K	   1pq	  mange	  elever	  svarer	  nej	  3d	  flertallet	  svarer	  ja	   A	   B	  
14	   Nej	   K	   Flertallet	  svarer	  nej	   B	   B	  
15a	   Nej	   K	   1pq	  få	  elever	  besvarer	  3d	  godt	  halvdelen	  svarer	  nej	   A	   B	  
15b	   Henviser	  til	  figurerne	   F	   Udregner	  med	  tal	   B	   B	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16a	   Nej	   F	   Flertallet	  svarer	  ja	   A	   A	  
16b	   Indsætter	  tal	  
F	  
Begrundelse	  mangler,	  eller	  
eleverne	  har	  indsat	  tal	   B	   B	  
17a	   Ja	   F	   Flertallet	  svarer	  nej	   A	   A	  
17b	   Beregning	   (K)	   Beregner	   B	   B	  
18	   c)	  ;	  nogle	  vil	  svare	  a)	   K	  	  
(delvist)	  
1pq	  nogle	  svarer	  c);	  få	  e)	  	  
3d	  de	  fleste	  svarer	  c)	  og	  e)	   A	   B	  
19	   Figuren	  længst	  til	  højre	   K	   Angiver	  figuren	  længst	  til	  højre	   B	   B	  
20	   Ja	   F	   Ja	   B	   B	  
21a	   Ja	   K	   Ja	   B	   B	  
21b	   Nej	   K	   Nej	   B	   B	  
22	   Vil	  ikke	  kunne	  besvare	  
spørgsmålet	   F	  
1pq	  få	  svarer	  på	  spørgsmålet	  
3d	  halvdelen	  besvarer	  
spørgsmålet	  korrekt	  
B	   A	  
23	   Ja	   K	   1pq	  svarer	  ikke	  3d	  svarer	  ja	   A	   B	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 Opgaver	  til	  klasserumsintervention	  3d	  5.6
BEVISER	  I	  MATEMATIK	  
Opgave	  1	  
Bevis	  følgende	  udsagn:	  
Kvadratet	  på	  et	  lige	  tal	  er	  lige.	  
Opgave	  2	  
a)	  Afgør	  om	  følgende	  udsagn	  er	  sandt	  eller	  falsk:	  
For	  alle	  naturlige	  tal	  er	  𝑛! > 𝑛.	  
b)	  Argumenter	  for	  det	  (	  dvs.	  bevis	  det).	  
Opgave	  3	  
Bevis	  at	  ”Hvis	  𝑥!	  er	  ulige,	  så	  x	  er	  ulige.”	  
Opgave	  4	  
Omformuler	  udsagnet	  ”Kvadratet	  på	  et	  ulige	  tal	  er	  ulige.”	  på	  formen	  ”Hvis…,så…”	  
Opgave	  5	  
Bevis	  at:	  
Hvis	  et	  primtal	  går	  op	  i	  et	  produkt	  af	  to	  naturlige	  tal,	  da	  går	  det	  op	  i	  et	  af	  tallene.	  
Opgave	  6	  
Bevis	  at	   2	  er	  irrational.	  
Vigtigt!	  Du	  vil	  få	  brug	  for	  følgende	  definitioner	  og	  sætning:	  
Definition	  1:	  Et	  reelt	  tal	  x	  kaldes	  rationalt,	  hvis	  der	  eksister	  hele	  tal	  m,	  n	  så	  𝑥 = !! .	  
Definition	  2:	  Et	  reelt	  tal	  x	  kaldes	  irrationalt,	  hvis	  det	  ikke	  er	  rationalt.	  
Definition	  3:	  To	  hele	  tal	  kaldes	  indbyrdes	  primiske,	  hvis	  der	  ikke	  findes	  et	  primtal,	  som	  går	  op	  i	  dem	  begge.	  
Sætning	  	  
Hvis	  m,	  n	  er	  hele	  tal,	  så	  findes	  der	  to	  indbyrdes	  primiske	  hele	  tal	  m1	  og	  n1	  så	  
!! = !!!! .	  Hvis	  envidere	  !! > 0	  
kan	  m1	  og	  n1	  vælges	  så	  de	  er	  naturlige	  tal.	  Man	  siger	  at	  
!!!! 	  er	  uforkortelig.	  
Opgave	  7	  
Bevis	  at:	  
Et	  helt	  tal	  x	  er	  ulige,	  hvis	  og	  kun	  hvis	  der	  findes	  et	  helt	  tal	  n	  så	  𝑥 = 2𝑛 + 1.	  
Opgave	  8	  
Bevis	  at:	  	  
”Hvis	  n	  er	  et	  naturligt	  tal,	  er	  𝑛! + 𝑛	  et	  lige	  tal.”.	  
Opgave	  9	  
Vis	  at	  der	  findes	  et	  naturligt	  tal	  x	  så	  𝑥 = 𝑥!.	  
Opgave	  10	  
Bevis	  at	  	  Ligningen	  	   𝑥! + 2𝑥! + 𝑥 + 7 = 0	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har	  en	  reel	  løsning.	  
 Eksempel	  fra	  undervisning	  i	  3d	  	  5.7
	  
Eksempel	  1	  
Når	  varm	  te	  står	  i	  en	  tekande,	  vil	  luften	  omkring	  den	  afkøle	  teen.	  Teens	  temperatur	  vil	  være	  aftagende.	  Den	  
hastighed,	  temperaturen	  aftager	  er	  proportional	  med	  forskellen	  mellem	  teens	  temperatur	  og	  luftens	  
temperatur.	  Hvis	  f(x)	  angiver	  teens	  temperatur	  i	  garder	  C	  og	  x	  angiver	  tiden	  i	  minutter,	  kan	  vi	  opstille	  
følgende	  ligning	   𝑓! 𝑥 = −𝑘 ∙ 𝑓 𝑥 − 𝑇!"#$).	  
Hvis	  k=0.03	  og	  T=20	  grader,	  fås	   𝑓! 𝑥 = −0,03 ∙ 𝑓 𝑥 − 20).	  
Den	  funktion	  f,	  der	  beskriver	  teens	  temperatur	  skal	  opfylde	  ligningen.	  Den	  ubekendte	  er	  f,	  der	  indsat	  i	  
ligningen	  passer	  for	  alle	  x.	  	  
En	  sådan	  en	  ligning	  kaldes	  en	  differentialligning.	  	  
I	  denne	  ligning	  optræder	  f’,	  som	  er	  den	  første	  afledede	  af	  den	  ukendte	  funktion,	  derfor	  kaldes	  ligningen	  en	  
differentialligning	  af	  første	  orden.	  Man	  betegner	  den	  ubekendte	  funktion	  med	  y	  og	  dens	  afledede	  med	  y’,	  
således	  at	  	   𝑦′ = −0,03 ∙ (𝑦 − 20).	  
	  
	   	  
163	  
	  
 Opgaver	  til	  individuel	  intervention	  5.8
	  
Nabotal	  (Bell,	  1976) 
3,     6,     9,     12,     15,     18,     21,    24,     27,      30 Skriv	  et	  vilkårligt	  tal	  mellem	  1	  og	  15.	  Skriv	  det	  næste	  tal	  ned	  og	  læg	  det	  til	  det	  første.	  Du	  har	  nu	  tre	  tal.	  	  Gurli	  siger,	  at	  et	  og	  kun	  et	  af	  disse	  tre	  tal	  er	  at	  finde	  i	  listen	  ovenover.	  4. Har	  Gurli	  ret?	  5. Vil	  hun	  altid	  have	  ret?	  1. Forklar	  hvorfor.	  	  
	  
Til	  og	  fra	  (Bell,	  1976)	  Vælg	  et	  hvilket	  som	  helst	  tal	  mellem	  1	  og	  10.	  Læg	  10	  til	  tallet	  og	  skriv	  resultatet	  ned.	  Træk	  det	  første	  tal	  fra	  10	  og	  skriv	  resultatet	  ned.	  Læg	  nu	  disse	  to	  nye	  tal	  sammen.	  1. Hvilket	  resultat	  får	  du?	  2. Prøv	  med	  andre	  tal.	  Får	  du	  samme	  resultat?	  3. Vil	  resultatet	  altid	  blive	  det	  samme?	  4. Forklar	  hvorfor	  dit	  svar	  er	  korrekt.	  
	  
	  
	  
Bevis:	  (Healy	  &	  Hoyles,	  2000)	  
Bevis,	  at	  hvis	  𝑝  og	  𝑞	  er	  vilkårlige	  ulige	  tal,	  så	  gælder	  der,	  at	  (𝑝 + 𝑞) ∙ (𝑝 − 𝑞)	  altid	  er	  et	  multiplum	  af	  4	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Tre	  på	  hinanden	  følgende	  tal.	  	  (Healy	  &	  Hoyles,	  
2000)	  
Tallet	  6	  går	  al+d	  op	  i	  produktet	  af	  tre	  nabotal.	  	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
Hvilket	  af	  følgende	  svar	  kommer	  tættest	  på	  det,	  du	  selv	  ville	  have	  gjort,	  hvis	  du	  fik	  spørgsmålet?	  
Hvilket	  af	  svarene	  ville	  din	  lærer	  give	  den	  bedste	  karakter?	  
Kate’s	  svar:	  
Et	  multiplum	  af	  6	  må	  have	  faktorerne	  3	  og	  2.	  
Hvis	  du	  tager	  tre	  på	  hinanden	  følgende	  tal,	  vil	  et	  af	  dem	  være	  
deleligt	  med	  tre,	  da	  hvert	  tredje	  tal	  er	  med	  i	  tre-­‐tabellen.	  
Og	  mindst	  et	  af	  tallene	  er	  et	  lige	  tal,	  og	  alle	  lige	  tal	  er	  et	  
multiplum	  af	  2.	  	  
Så	  hvis	  du	  har	  produktet	  af	  tre	  på	  hinanden	  følgende	  tal,	  vil	  det	  
mindst	  have	  en	  faktor	  3	  og	  en	  faktor	  2.	  
	  
Så	  Kate	  siger	  påstanden	  er	  sand.	  
	  
Leon’s	  svar:	  	  1 ∙ 2 ∙ 3 = 6  	  	  2 ∙ 3 ∙ 4 = 24    	  	  4 ∙ 5 ∙ 6 = 120  	  	  6 ∙ 7 ∙ 8 = 336  	  	  
Leon	  siger	  det	  er	  sandt.	  
	  
Maria’s	  svar:	  𝑥  er	  et	  vilkårligt	  helt	  tal.	  𝑥 ∙ (𝑥 + 1) ∙ (𝑥 + 2) =	  	  (𝑥! + 𝑥) ∙ (𝑥 + 2) =	  	  𝑥! + 𝑥! + 2𝑥! + 2𝑥	  	  
Hvis	  vi	  sletter	  x’erne	  får	  vi:	  	  
1+1+2+2=6	  
	  
Maria	  siger	  påstanden	  er	  sand.	  
	  
Nina’s	  svar:	  	  
Af	  de	  tre	  på	  hinanden	  følgende	  tal,	  er	  det	  første	  tal	  enten	  
LIGE,	  så	  det	  kan	  skrives	  som	  2𝑎	  (hvor	  a	  er	  et	  helt	  tal),	  
eller	  ULIGE	  så	  det	  kan	  skrives	  som	  2𝑏 − 1	  (hvor	  b	  er	  et	  helt	  tal)	  
	  
hvis	  LIGE:	  	  2𝑎 ∙ (2𝑎 + 1) ∙ (2𝑎 + 2)	  er	  et	  multiplum	  af	  2	  
Og	  enten	  er	  a	  et	  multiplum	  af	  3	  	  	  	   	   	   (FÆRDIG)	  
eller	  a	  er	  ikke	  et	  multiplum	  af	  3	  	  
	   ⬚⇒   2𝑎	  er	  ikke	  et	  multiplum	  af	  3	  
	   ⬚⇒   (2𝑎 + 1)    er  et  multiplum  af  3  eller  (2𝑎 + 2)	  	  
er	  et	  multiplum	  af	  3	  	   	   (FÆRDIG)	  
	  
hvis	  ULIGE:	  (2𝑏 − 1) ∙ 2𝑏 ∙ (2𝑏 + 1)	  er	  et	  multiplum	  af	  2	  
og	  enten	  er	  b	  et	  multiplum	  af	  3	  	  	   	   	   (FÆRDIG)	  
eller	  b	  er	  ikke	  et	  multiplum	  af	  3	  ⬚⇒   2𝑏	  er	  ikke	  et	  multiplum	  af	  3	  ⬚⇒ enten  er  (2𝑏 − 1)  et  multiplum  af  3  eller  også  er  (2𝑏 + 1)  	  et  multiplum  af  3	  	  	   	   (FÆRDIG)	  Nina	  siger	  påstanden	  er	  sand.	  	  
165	  
	  
 Opgave	  om	  numerisk	  værdi	  5.9
	  
Opgave	  2	  
Betragt	  funktionen	  𝑔 𝑥 = 𝑥 − 3 2	  
Skitsér	  grafen	  for	  g.	  
	  
	  
	  
	  
	  
Sara	  besvarer	  opgaven	  på	  følgende	  måde:	  	  Der	  gælder,	  at	   𝑥 − 3 ! = 𝑥 − 3	  og	  dermed	  er	  	  𝑔(𝑥) = 𝑥 − 3	  Grafen	  for	  g	  tegnes:	  	  	  	  	  	  	  	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
Niels	  besvarer	  opgaven	  på	  følgende	  måde:	  Jeg	  indsætter	  forskellige	  tal	  på	  x’s	  plads	  og	  regner	  y-­‐værdierne.	  Derefter	  tegner	  jeg	  punkterne	  i	  et	  koordinatsystem.	  𝑥	   -­‐3	   -­‐2	   5	   6	   7	  𝑔(𝑥)	   −3 − 3 != −6 ! = 6	   −2 − 3 != −5 ! = 5	   5 − 3 != 2 ! = 2	   6 − 3 != 3 ! = 3	   7 − 3 != 4 ! = 4	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Sophie	  svarer:	  	  𝑔 𝑥 = 𝑥 − 3 ! = 𝑥 − 3 = − 𝑥 − 3 ;                 𝑥 − 3 < 0𝑥 − 3 ;                         𝑥 − 3 ≥ 0 	  dvs.	  for	  𝑥 < 3	  er	  grafen	  for	  g	  et	  ret	  linjestykke,	  som	  har	  hældningen	  -­‐1	  og	  skærer	  y-­‐aksen	  i	  	  3.	  	  For	  𝑥 ≥ 3	  er	  grafen	  for	  g	  et	  ret	  linjestykke,	  som	  har	  hældningen	  1	  og	  ville	  skære	  y-­‐aksen	  i	  -­‐3,	  hvis	  den	  ville	  fortsætte	  til	  venstre	  for	  𝑥 = 3.	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
Anders	  siger:	  	  Da	  kvadratroden	  af	  en	  størrelse	  opløftet	  i	  anden	  er	  den	  numeriske	  værdi	  af	  størrelsen,	  vil	  funktionen	  g	  være	  en	  stykkevis	  lineær	  funktion,	  hvor	  den	  ene	  gren	  er	  en	  aftagende	  funktion	  med	  hældningen	  1.	  Forskriften	  skifter	  ved	  funktionens	  nulpunkt,	  som	  i	  dette	  tilfælde	  er	  𝑥 = 3.	  Dermed	  er	  grafen	  for	  g	  som	  følger:	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 Sluttest2	  5.10 Flere spørgsmål fra Professoren 
Her	  er	  nogle	  spørgsmål	  fra	  professoren.	  Det	  er	  meget	  vigtigt	  for	  vores	  undersøgelse,	  at	  du	  svarer	  på	  alle	  
spørgsmålene,	  også	  hvis	  der	  skulle	  være	  nogle,	  du	  ikke	  synes	  du	  kan	  gøre	  noget	  ved.	  På	  forhånd	  stor	  tak	  for	  
hjælpen!	  
Spørgsmål	  1	  
I	  matematik	  er	  ethvert	  kvadrat	  et	  rektangel,	  og	  ethvert	  rektangel	  er	  en	  firkant.	  Er	  det	  så	  korrekt,	  at	  enhver	  
firkant	  er	  et	  kvadrat?	  
• Ja:	  	  	  	  	  Nej:	  	  	  	  	  Sommetider:	  	  	  	  	  	  	  Jeg	  kan	  ikke	  svare:	  
Spørgsmål	  2	  
Begrund,	  at	  der	  ikke	  findes	  nogen	  løsning	  til	  ligningen	  38𝑥 + 72 = 38𝑥 − 12	  
Spørgsmål	  3	  
Begrund,	  at	  ethvert	  tal	  er	  løsning	  til	  ligningen	  5𝑥 + 2 − 3𝑥 = 2𝑥 + 2.	  
Spørgsmål	  4	  
Anser	  du	  følgende	  argument	  for	  holdbart:	  
”Det	   passer	   aldrig,	   at	   𝑥! + 𝑦! = 𝑥 + 𝑦,	   for	   hvis	   vi	   opløfter	   i	   anden	   potens	   på	   begge	   sider	   af	  
lighedstegnet,	  får	  vi	  udtrykket	  𝑥! + 𝑦! = 𝑥 + 𝑦 !	  som	  aldrig	  gælder”.	  
	  
• Ja:	  	  	  	  	  Nej:	  	  	  	  	  Måske:	  	  	  	  	  Jeg	  kan	  ikke	  svare:	  
Spørgsmål	  5	  
Hvorfor	  er	  det	  forbudt	  at	  tage	  kvadratroden	  af	  et	  negativt	  tal,	  𝑥?	  
d) Fordi,	  det	  har	  man	  nu	  engang	  vedtaget.	  
e) Fordi	  der	  ikke	  findes	  noget	  tal	  der	  ganget	  med	  sig	  selv	  giver	  et	  negativt	  tal.	  
f) Det	  kan	  man	  godt	  i	  nogle	  tilfælde.	  
Spørgsmål	  6	  
Det	  følgende	  skal	  forestille	  et	  bevis	  for	  at	  2	  er	  lig	  med	  1.	  
”Vi	  ser	  på	  et	  vilkårligt	  tal	  𝑎	  og	  sætter	  𝑎 = 𝑏.	  	  
Ved	  at	  gange	  med	  𝑎	  på	  begge	  sider	  af	  lighedstegnet	  får	  vi	  𝑎! = 𝑎𝑏.	  	  
Så	  kan	  vi	  trække	  b!	  fra	  på	  begge	  sider	  𝑎! − 𝑏! = 𝑎𝑏 − 𝑏!	  
Dette	  kan	  omskrives	  til	  	   	   	  (𝑎 − 𝑏) ∙ (𝑎 + 𝑏)   =   𝑏(𝑎 − 𝑏)	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Ved	  at	  dividere	  med	  (𝑎 − 𝑏)	  på	  begge	  sider	  får	  vi	  	  	  	  𝑎 + 𝑏 = 𝑏	  
Da	  𝑎 = 𝑏	  kan	  vi	  i	  stedet	  skrive	  𝑏 + 𝑏 = 𝑏	  
Altså	  er	  2𝑏 = 𝑏,	  ved	  at	  dividere	  med	  b	  på	  begge	  sider	  får	  vi	  	  2 = 1”	  
d) Er	  det	  sandt,	  at	  2	  er	  lig	  med	  1?	  Ja:	  	  	  	  Nej:	  	  	  	  	  Jeg	  kan	  ikke	  svare:	  
e) Er	  det	  anførte	  bevis	  korrekt?	  Ja:	  	  	  	  Nej:	  	  	  	  	  	  Jeg	  kan	  ikke	  svare:	  
f) Hvis	  du	  mener,	  at	  det	  anførte	  bevis	  er	  ukorrekt,	  hvad	  er	  så	  galt	  med	  det?	  
Spørgsmål	  7	  
Vi	   ved,	   at	   en	   ligning	   af	   formen	  𝑦 = 𝑎𝑥 + 5	   (hvor	  𝑎	   er	   en	   konstant)	   giver	   en	   ret	   linje	   gennem	   (0,5)	   i	   et	  
koordinatsystem.	   Er	   det	   så	   rigtigt	   at	   påstå,	   at	   enhver	   ret	   linje	   gennem	   (0,5)	   har	   en	   ligning	   af	   formen	  𝑦 = 𝑎𝑥 + 5,	  hvor	  𝑎	  er	  en	  konstant?	  
• Ja:	  	  	  	  Nej:	  	  	  	  	  Jeg	  kan	  ikke	  svare:	  
• Giv	  en	  kort	  begrundelse	  for	  dit	  svar.	  
Spørgsmål	  8	  
Vurdér	  følgende	  påstand:	  
”Hvis	  en	  bog,	  der	  koster	  100	  kr.	  uden	  moms	  koster	  125	  kr.	  med	  moms,	  så	  vil	  en	  bog	  der	  koster	  100	  kr.	  med	  
moms	  koste	  75	  kr.	  uden	  moms”	  
Spørgsmål	  9	  
En	  avis	  skriver	  følgende:	  
”En	  analyse	  foretaget	  på	  skadestuen	  har	  vist,	  at	  der	  er	  tre	  gange	  så	  mange	  der	  kommer	  til	  skade	  ved	  brug	  af	  
rollator	  end	  ved	  at	  løbe	  på	  rulleskøjter.	  	  
Socialforvaltningen	  har	  derfor	  besluttet,	  at	  alle	  over	  70	  skal	  have	  tildelt	  ”inliners”	  i	  stedet	  for	  rollatorer.	  Det	  
forventes	  at	  omlægningen	  medfører	  en	  nedgang	  på	  30%	  i	  indlæggelserne	  i	  den	  pågældende	  aldersgruppe”	  	  
• Vurdér	  denne	  påstand.	  
Spørgsmål	  10	  
Et	  andengradspolynomium	  er	  for	  alle	  tal	  𝑥	  givet	  ved	  forskriften	  𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥! + 𝑏𝑥 + 𝑐,	  hvor	  𝑎	   ikke	  er	  0.	  Er	  𝑓 𝑥 = 0𝑥! − 2𝑥 + 5	  et	  andengradspolynomium?	  
	  
• Ja:	  	  	  	  Nej:	  	  	  	  	  Jeg	  kan	  ikke	  svare:	  
• Giv	  en	  kort	  begrundelse	  for	  dit	  svar.	  
	  
Spørgsmål	  11	  
Et	  rektangel	  er	  en	  firkant	  hvor	  alle	  fire	  vinkler	  er	  90°.	  
Er	  ethvert	  rektangel	  en	  firkant?	  
	  
• Ja:	  	  	  	  Nej:	  	  	  	  	  Jeg	  kan	  ikke	  svare:	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Spørgsmål	  12	  
Er	  ethvert	  firkant	  et	  rektangel?	  
	  
• Ja:	  	  	  	  Nej:	  	  	  	  	  Jeg	  kan	  ikke	  svare:	  
	  
Spørgsmål	  13	  
Søren	  siger,	  at	  hvis	  man	  laver	  en	  ny	  retvinklet	  trekant	  ved	  at	  halvere	  sidernes	  længder	  i	  en	  anden	  retvinklet	  
trekant,	  har	  den	  nye	  trekant	  både	  halvt	  så	  stor	  en	  omkreds	  og	  halvt	  så	  stort	  et	  areal	  som	  den	  oprindelige.	  
Har	  Søren	  ret?	  
	  
	  
	  
• Ja:	  	  	  	  Nej:	  	  	  	  	  	  Jeg	  kan	  ikke	  svare:	  
• Giv	  en	  kort	  begrundelse	  for	  dit	  svar.	  
	  
Spørgsmål	  14	  
Susanne	  siger,	  at	  hvis	  man	  laver	  en	  ny	  kasse	  ved	  at	  tredoble	  længden	  af	  alle	  kanterne	  i	  en	  kasse,	  har	  den	  
nye	  kasse	  et	  9	  gange	  så	  stort	  rumfang	  som	  den	  oprindelige.	  Har	  Susanne	  ret?	  
	   	   	   	  
	  
	  
	   	   	   	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	    ℎ	  
	   	  	  	  	  	  
	  	   	  
	   	   	   	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  𝑏	  
	   𝑙	  
• Ja:	  	  	  	  	  Nej:	  	  	  	  	  Jeg	  kan	  ikke	  svare:	  
• Giv	  en	  kort	  begrundelse	  for	  dit	  svar.	  
	  
Spørgsmål	  15	  
Et	  teleselskab	  tager	  kr.	  100,00	  for	  et	  abonnement	  med	  fri	  SMS	  og	  samtale	  koster	  0,60	  kr.	  pr.	  minut.	  	  
Ali	  og	  Aya	  har	  begge	  dette	  abonnement.	  	  
Ali	  taler	  100	  minutter	  mens	  Aya	  taler	  50	  minutter.	  
• Er	  det	  rigtigt	  at	  Aya	  skal	  betale	  halvt	  så	  meget	  som	  Ali?	  Ja:	  	  	  	  Nej:	  	  	  	  Jeg	  kan	  ikke	  svare:	  
• Giv	  en	  kort	  begrundelse	  for	  dit	  svar.	  
Spørgsmål	  16	  
Aya	  siger,	  at	  kvadratet	  på	  et	  tal	  a	  altid	  er	  større	  end	  selve	  tallet.	  Hvilke	  af	  følgende	  værdier	  af	  𝑎	  kan	  bruges	  
til	  at	  vise,	  at	  dette	  udsagn	  er	  falsk?	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f) 𝑎 = − !!	  
g) 𝑎 = 0	  
h) 𝑎 = !!"	  
i) 𝑎 = 1	  
j) 𝑎 = 0,2	  
Spørgsmål	  17	  	  
Susanne	  siger,	  at	  der	  for	  alle	  reelle	  tal	  gælder,	  at	  !! < 𝑎.	  Kan	  du	  bevise	  at	  dette	  ikke	  er	  sandt?	  
Spørgsmål	  18	  
Søren	  siger,	  at	  hvis	  en	  4-­‐sidet	  figur	  har	  fire	  lige	  lange	  sider,	  så	  er	  figuren	  et	  kvadrat.	  	  
• Hvilken	  af	  de	  følgende	  figurer	  kan	  eventuelt	  bruges	  til	  at	  vise,	  at	  Søren	  ikke	  har	  ret?	  	  
	  
	  
	  
	  
• Giv	  en	  kort	  begrundelse	  for	  dit	  svar:	  
Spørgsmål	  19	  
Aya	  og	  Ali	  betragter	  en	  trekant	  ABC.	  	  
Aya	  siger:	  ”Hvis	  vinkel	  C	  er	  ret,	  så	  gælder	  𝑎! + 𝑏! = 𝑐!.”	  
Ali	  siger:	  ”Hvis	  𝑎! + 𝑏! = 𝑐!	  så	  er	  vinkel	  C	  ret.”	  
• Er	  indholdet	  i	  Ayas	  og	  Alis	  udsagn	  det	  samme?	  Ja:	  	  	  	  Nej:	  	  	  	  	  Jeg	  kan	  ikke	  svare:	  
	  
Spørgsmål	  20	  
En	  n-­‐kant	  kan	  inddeles	  i	  𝑛 − 2	  trekanter,	  hvis	  sider	  ikke	  skærer	  hinanden.	  
	  
Nedenstående	  figur	  udgør	  et	  bevis	  for	  at	  vinkelsummen	  i	  en	  n-­‐kant	  altid	  er	  (𝑛 − 2) ∙ 180°.	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Vi	  antager	  at	  formlen	  gælder	  for	  en	  n-­‐kant,	  så	  skal	  vi	  vise	  at	  den	  også	  gælder	  for	  en	  (n+1)-­‐kant.	  
	  
	  
	  
	  
	  
	   	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  (𝑛 − 2) ∙ 180°	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   𝑛 − 2 ∙ 180° + 180° = ( 𝑛 + 1 − 2) ∙ 180°	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
• Har	  vi	  bevist	  at	  alle	  n-­‐kanter	  har	  en	  vinkelsum	  på	  (𝑛 − 2) ∙ 180°?	  	  
Ja:	  	  	  	  	  Nej:	  	  	  	  Jeg	  kan	  ikke	  svare:	  
• Eller	  bliver	  vi	  nødt	  til	  at	  måle	  på	  de	  konkrete	  n-­‐kanter,	  som	  vi	  betragter?	  	  
Ja:	  	  	  Nej:	  	  	  	  	  Jeg	  kan	  ikke	  svare:	  
Spørgsmål	  21	  
Vinkelhalveringslinjerne	  i	  en	  trekant	  skærer	  hinanden	  i	  samme	  punkt.	  
Definition:	   Vinkelhalveringslinjen	   er	   mængden	   af	   alle	   punkter,	   der	   har	   samme	   vinkelrette	   afstand	   til	  
vinklens	  to	  ben.	  
Bevis:	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På	   den	   første	   figur	   er	   tegnet	   vinkelhalveringslinjerne	   𝑣!	   og	   𝑣!	   gennem	   vinkelspidserne	   A	   og	   B.	  
Skæringspunktet	  kaldes	  M.	  
Da	  M	  ligger	  på  ∠𝐴’𝑠	  vinkelhalveringslinje	  er	  afstandene	  |MR|	  og	  |MP|	  lige	  store.	  	  
Da	  M	  også	  ligger	  på	  ∠𝐵’𝑠	  vinkelhalveringslinje	  er	  |MQ|	  og	  |MP|	  lige	  store.	  	  
Heraf	  følger,	  at	  |MR|	  og	  |MQ|	  er	  lige	  store,	  og	  dermed	  at	  M	  ligger	  på	  vinkelhalveringslinjen	  for	  ∠𝐶.	  
• Er	  du	  enig	   i	  at	  ovenstående	  er	  et	  bevis	   for	  vinkelhalveringslinjerne	   i	  en	  trekant	  skærer	  hinanden	   i	  
samme	  punkt?	   	   	  Ja:	  	  	  	  	  Nej:	  	  	  	  Jeg	  kan	  ikke	  svare:	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 Spørgeskema	  om	  matematikrelaterede	  beliefs	  5.11
Her	  er	  et	  spørgeskema	  med	  forskellige	  holdninger	  til	  matematik.	  
Angiv	  hvor	  enig	  du	  er	  i	  hvert	  udsagn	  –	  der	  er	  mulighederne:	  uenig,	  lidt	  enig,	  enig,	  meget	  enig,	  fuldstændig	  
enig.	  
1. Matematikproblemer	  har	  ét	  og	  kun	  ét	  rigtigt	  svar	  
2. Det	  mest	  tilfredsstillende	  for	  mig	  i	  matematiktimerne	  er	  at	  forsøge	  at	  forstå	  indholdet	  så	  godt	  
så	  muligt	  
3. Almindelige	  elever	  kan	  ikke	  forvente	  at	  forstå	  matematik;	  man	  kan	  godt	  bruge	  det	  uden	  at	  
forstå	  det	  man	  har	  lært	  
4. Matematik	  er	  en	  individuel	  aktivitet	  som	  udføres	  af	  enkelte	  personer	  
5. Elever	  som	  har	  forstået	  den	  gennemgåede	  matematik	  vil	  kunne	  løse	  alle	  problemer	  på	  højst	  
fem	  minutter	  
6. Den	  matematik	  man	  har	  lært	  i	  skolen	  har	  lidt	  eller	  intet	  at	  gøre	  med	  den	  virkelige	  verden	  
7. Beviser	  er	  irrelevante	  til	  opdagelses-­‐	  og	  opfindelsesprocesser	  
8. Det	  er	  vigtigt	  for	  mig	  at	  lære	  indholdet	  i	  matematiktimerne	  
9. Matematik	  skabes	  kun	  af	  formidable	  og	  kreative	  personer	  
10. Man	  kan	  ikke	  lave	  matematik	  selv,	  det	  kræver	  instruktion	  
11. Matematik	  er	  uretfærdig,	  da	  nogle	  elever	  har	  talent	  for	  det,	  mens	  de	  fleste	  ikke	  har	  talent	  
12. Man	  er	  afhængig	  af	  læreren	  når	  man	  skal	  lære	  matematik.	  Det	  som	  læreren	  ikke	  kan	  forklare	  
er	  der	  meget	  lille	  sandsynlighed	  for	  at	  jeg	  kan	  forstå.	  
13. Struktur	  og	  beviser	  spiller	  en	  meget	  vigtig	  rolle	  i	  matematik.	  
14. Der	  findes	  ikke	  noget	  værre	  end	  at	  lave	  fejl	  i	  matematik.	  Fejl	  er	  forbudt.	  
15. At	  lære	  matematik	  er	  primært	  at	  lære	  at	  huske	  
16. Matematik	  omhandler	  addition,	  subtraktion,	  multiplikation	  og	  division	  samt	  en	  samling	  af	  
standardopgaver	  
17. Der	  er	  kun	  én	  rigtig	  måde	  at	  løse	  ethvert	  matematisk	  problem	  på,	  typisk	  ved	  den	  regel	  som	  
læreren	  har	  vist	  i	  klassen	  
18. Hvis	  jeg	  studerer	  på	  en	  hensigtsmæssig	  måde,	  vil	  jeg	  være	  i	  stand	  til	  at	  lære	  den	  
gennemgåede	  matematik	  
19. Matematik	  skal	  omhandle	  tal	  og	  brøker	  og	  ikke	  spil	  med	  terninger	  
20. Matematik	  har	  lidt	  eller	  intet	  at	  gøre	  med	  reel	  tænkning	  eller	  problemløsning	  
21. En	  god	  lærer	  forklarer	  først	  teorien	  og	  giver	  et	  eksempel	  på	  en	  øvelse	  før	  hun	  beder	  eleverne	  
om	  at	  løse	  matematiske	  problemer	  
22. Matematik	  handler	  om	  at	  tænke	  logisk	  
23. Matematik	  består	  primært	  af	  en	  samling	  af	  regler	  og	  formler	  
24. Matematik	  handler	  om	  at	  analysere	  ting	  fra	  dagligdagen	  
25. Jeg	  er	  overbevist	  om	  at	  jeg	  kan	  forstå	  det	  mest	  vanskelige	  af	  den	  gennemgåede	  matematik	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 Detektionstest3	  5.12
	   13 Spørgsmål fra Professoren 
	  
Her	   er	   13	   spørgsmål	   fra	   professoren.	   Det	   er	   meget	   vigtigt	   for	   vores	   undersøgelse,	   at	   du	  
svarer	   på	  alle	   spørgsmålene,	  også	  hvis	  der	   skulle	   være	  nogle	  du	   ikke	   synes	  du	   kan	  gøre	  noget	  
ved.	  På	  forhånd	  stor	  tak	  for	  hjælpen!	  
	  
Spørgsmål	  1	  
Hans	   kan	   gå	  	  fra	  	  Roskilde	  	  Station	  	  til	  	  Roskilde	  	  Domkirke	   på	  	  6	  	  minutter.	  	  Grethe	  	  skal	  	  bruge	  	  
8	  minutter.	  Hvor	  lang	  tid	  tager	  det,	  hvis	  de	  følges	  ad?	  Begrund	  dit	  svar.	  
	  
	  
Spørgsmål	  2	  
Du	   er	   ved	   at	   lave	   din	   egen	   dressing	   til	   en	   salat.	   Her	   er	   en	   opskrift	   på	   100	   milliliter	   (ml)	  
dressing.	  
	  
Salatolie	   60	  ml	  
Eddike	   30	  ml	  
Soyasauce	   10	  ml	  
	  
	  
Hvor	  mange	  ml	  salatolie	  skal	  du	  bruge	  for	  at	  lave	  150	  ml	  af	  denne	  dressing?	  Begrund	  dit	  svar.	  
	  
Spørgsmål	  3	  
Søren	   vil	   sætte	   sine	   sparepenge	   i	   banken.	   Banken	   Tæsk	   tilbyder	   0,25	  %	   i	   rente	   hvert	   kvartal,	  
hvis	  han	  lader	  pengene	  stå	  i	  2	  år.	  Banken	  Bank	  tilbyder	  1%	  i	  årlig	  rente,	  hvis	  han	  lader	  pengene	  
stå	  i	  2	  år.	  Er	  det	   ligegyldigt	  hvilken	  bank	  Søren	  vælger,	  eller	  har	  han	  fordel	  af	  at	  vælge	  den	  ene	  
frem	  for	  den	  anden?	  Begrund	  dit	  svar.	  
	  
	  
Spørgsmål	  4	  
På	   en	   bestemt	   skole	   er	   der	   6	   gange	   så	   mange	   elever	   som	   lærere.	   Opskriv	   en	   formel	   der	  
udtrykker	   sammenhængen	  mellem	  antallet,	   E,	   af	   elever	   og	   antallet,	   L,	   af	   lærere.	   Begrund	   dit	  
svar.
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Spørgsmål	  5	  
Se	  på	  billedet	  ovenfor.	  Hvor	  høj	  er	  den	  forreste	  bygning	  cirka?	  Begrund	  dit	  svar.	  
	  
Spørgsmål	  6	  
Et	  oliefelt	   indeholder	  100	  millioner	  tønder	  olie.	  Ali	  siger,	  at	  hvis	  man	  hvert	  år	  udvinder	  1	  million	  
tønder	   olie,	   slipper	   olien	   op	   efter	   100	   år.	   Aya	   siger,	   at	   hvis	  man	  hvert	   år	   udvinder	   1%	   af	  den	  
olie,	  der	  er	  tilbage,	  slipper	  olien	  aldrig	  op.	  Hvem	  har	  ret	  og	  hvorfor?	  
	  
Spørgsmål	  7	  
På	  en	  ret	  stejl	  bakke	  i	  Athen	  findes	  en	  vej	  op,	  der	  er	  ca.	  4	  km	  lang.	  Rikke,	  som	  er	  i	  god	  form,	  kan	  
bestige	   bakken	  med	   en	   gennemsnitsfart	   på	   3	   km	   i	   timen,	   og	   gå	   ned	   igen	   med	   den	   dobbelte	  
fart.	  Hvad	  er	  Rikkes	  gennemsnitsfart	  for	  den	  samlede	  tur?	  Begrund	  dit	  svar.	  
	  
Spørgsmål	  8	  
Et	  pizzeria	  serverer	  to	  runde	  frokostpizzaer	  af	  samme	  slags	  og	  tykkelse,	  men	  i	  forskellig	  størrelse.	  
Den	  mindste	  har	  en	  diameter	  på	  30	  cm	  og	  koster	  30	   kr.	  Den	  største	  har	  en	  diameter	  på	  40	  cm	  
og	  koster	  40	  kr.	  Hvilken	  pizza	  giver	  mest	  for	  pengene?	  Vis,	  hvordan	  du	  kom	  frem	  til	  dit	  resultat.	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Spørgsmål	  9	  
I	   landet	   Zedland	   er	   der	   to	   aviser,	   der	   søger	   sælgere.	   Annoncerne	   nedenfor	   viser,	   hvordan	   de	   betaler	  
deres	  sælgere.	  
ZEDLAND	  POSTEN	  BRUG	  FOR	  
EKSTRA	  PENGE?	  SÆLG	  VORES	  
AVISER	  
Du	   vil	   blive	  	  betalt:	  	  0,20	  	  zeds	   pr.	  
avis	  for	  de	  første	  240	  aviser,	  du	  
sælger	  på	  en	  uge,	  plus	  0,40	  zeds	  for	  
hver	  ekstra	  avis,	  du	  sælger.	  
ZEDLAND	  TIDENDE	  
	  
GODT	  BETALT	  JOB,	  DER	  IKKE	  
TAGER	  LANG	  TID!	  
	  
Sælg	  Zedland	  Tidende	  og	  tjen	  60	  zeds	  
om	  ugen,	  plus	  ekstra	  0,05	  zeds	  pr.	  
avis	  du	  sælger.
	  
	  
John	   beslutter	   sig	   for	   at	   søge	   en	   stilling	   som	   avissælger.	   Han	   skal	   vælge	   mellem	   Zedland	   Posten	   og	  
Zedland	  Tidende.	  Hvilken	  af	  de	   følgende	  grafer	   (A,	  B,	  C	  eller	  D)	  er	  en	  korrekt	   fremstilling	  af,	  hvordan	  de	  
to	  aviser	  betaler	  deres	  sælgere?	  Begrund	  dit	  svar.	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  A	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  B	  
	  	  	  	  	  	  
	  
	  
	  
	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
	  
	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  C	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  D	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Spørgsmål	  10	  
Mohammed	  sidder	  på	  en	  gynge.	  Han	  begynder	  at	  gynge.	  Han	   forsøger	  at	   komme	  så	  højt	   op	  
som	  muligt.	  
	  
Hvilken	  af	  følgende	  grafer	  (A,	  B,	  C	  eller	  D)	  afbilder	  bedst	  højden	  af	  hans	  fødder	  over	  jorden	  
mens	  han	  gynger?	  Begrund	  dit	  svar.	  
Højde	  af	  fødder	  
	  
	  
	  
	  
	  
	   	   	   	   Tid	  
Højde	  af	  fødder	  
	  
	  
	  
	  
	  
Tid	  
Højde	  af	  fødder	  
	  
	  
	  
	  
	  
Tid	  
	  
Højde	  af	  fødder	  
	  
	  
	  
	  
	  
Tid	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  Spørgsmål	  11	  
	  	  En	  træterning	  med	  alle	  sider	  lig	  2	  cm	  vejer	  4,8	  gram.	  Hvad	  vejer	  en	  træterning,	  hvor	  alle	  siderne	  	  
er	  4	  cm?	  Begrund	  dit	  svar.	  
	  
Spørgsmål	  12	  
Af	  helbredsmæssige	  årsager	   bør	   folk	  begrænse	  deres	  anstrengelser,	   fx	  under	  udøvelse	  af	  sport,	  
for	   ikke	   at	   overskride	   en	   bestemt	   hjertefrekvens	   (antal	   hjerteslag	   pr.	   minut).	   Før	   i	   tiden	   var	  
sammenhængen	   mellem	   en	   persons	   anbefalede	   maksimale	   hjertefrekvens	   og	   personens	   alder	  
(målt	  i	  år)	  beskrevet	  ved	  følgende	  formel	  (hvor	  der	  ses	  væk	  fra	  enheder):	  
Anbefalet	  maksimale	  hjertefrekvens=220	  –	  alder.	  
Nyere	   forskning	   viste	  at	  denne	   formel	   burde	  ændres	  en	  smule.	  Den	  nye	   formel	  er	   som	  
følger:	  
Anbefalet	  maksimale	  hjertefrekvens=208-­‐(0,7	  ×	  alder).	  
En	  avisartikel	  skrev:	  ”Et	  resultat	  af	  den	  nye	  formel	  i	  stedet	  for	  den	  gamle	  er,	  at	  det	  anbefalede	  
maksimale	  antal	  hjerteslag	  per	  minut	  for	  yngre	  mennesker	  nedsættes	  en	  smule,	  mens	  det	  for	  
ældre	  mennesker	  forhøjes	  en	  smule”:	  
Avisens	   påstand	   er	   korrekt.	   Fra	   hvilken	   alder	   og	   frem	   forhøjes	   den	   anbefalede	   maksimale	  
hjertefrekvens	  ved	  overgang	  til	  den	  nye	  formel?	  Begrund	  dit	  svar.	  
	  
Spørgsmål	  13	  
Kelly	   kørte	   en	   tur	   i	   sin	   bil.	   Pludselig	   løb	   en	   kat	   ud	   foran	   bilen.	   Kelly	   bremsede	   hårdt	   op	   og	  
undgik	   at	   ramme	   katten.	   Lettere	   rystet	   besluttede	   Kelly	   sig	   for	   at	   køre	   hjem	   igen.	  
Diagrammet	   nedenfor	  viser	  en	  forenklet	  gengivelse	  af	  bilens	  fart	  i	  løbet	  af	  turen.	  
	  
Hvad	  var	  klokken,	  da	  Kelly	  bremsede	  hårdt	  op	  for	  at	  undgå	  at	  ramme	  katten?	  Begrund	  dit	  
svar.	  
Kellys	  køretur	  
	  
	  
	  
Fart	  (km/t)	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
Tid	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 SOLO-­‐taksonomi	  5.13
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 PISA	  opgaver	  (Rene	  opgaver)	  5.14
Opgave	  1	  	  
Læg	  25%	  til	  550kr.	  
	  
Opgave	  2	  𝐺 = 𝑛 ∙ 𝑔	  	  	  	  
a) Bestem	  g	  når	  𝐺 = 297,5𝑐𝑚	  og	  𝑛 = 17	  3 ∙ 𝑔 + ℎ = 800𝑚𝑚	  	  16 ∙ ℎ + 𝐷 = 700𝑐𝑚	  	  
b) Bestem	  𝐷	  
	  
Opgave	  3	  	  
Der	  gælder	  at	  𝐾! = 𝑠! ∙ 𝑝 + 𝐿!	  	  	  og	  	  𝐾! = 𝑠! ∙ 𝑝	  𝐾! = 72,50	  	  𝐿! = 20	  	  𝑠! = 5,25	  	  𝑠! = 7,75	  	  
a) Bestem	  𝑝	  	  
b) Beregn	  𝐾!    	  
c) Løs	  ligningen	  𝐾! = 𝐾!	  med	  hensyn	  til	  𝑝	  uden	  at	  benytte	  de	  angivne	  tal.	  	  
	  
Opgave	  4	  	  𝜌 = 𝑚𝑉 	  𝑚! = 50𝑔	   	   𝑚! = 50𝑔	  𝜌! = 7,88 !!!!  	   𝜌! = 11,34 !!!!	  
a) Bestem	  det	  samlede	  volumen	  𝑉	  
b) Bestem	  gennemsnitsdensiteten	  𝜌!"##"$%#&'   	  
	  𝑚! = 50𝑔	   	   𝑚! = 100𝑔	  𝑉! = 5,6𝑐𝑚!  	   	   𝑉! = 11,2𝑐𝑚!	  
c) Bestem	  gennemsnitsdensiteten	  𝜌!"##"$%#&'	  𝑚! = 50𝑔	   	   𝑚! = 70𝑔	  𝑉! = 5,6𝑐𝑚!  	   	   𝑉! = 9,2𝑐𝑚!	  
d) Bestem	  gennemsnitsdensiteten	  𝜌!"##"$%#&'	  
	  
Opgave	  5	  	  𝑎 = 50000  	  	  𝑏 = 0,65  	  	  𝑐 = 35000  	  	  𝑟 = 0,30	  	  𝑑! = 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝑠	  	  	  	  𝑑! = 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝑠 ∙ 1 − 𝑟 + 𝑐	  	  
	  
a) Bestem	  𝑠  så	  𝑑!   og  𝑑! 	  er	  lige	  store	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 Modelleringsopgaver	  inspireret	  af	  Pisa	  opgaver.	  5.15
	  
Drop	  	  
Til	  intravenøs	  indføring	  af	  fx	  medicin	  via	  drop	  er	  det	  nødvendigt	  at	  kende	  til	  dryp-­‐hastigheden	  D,	  som	  måles	  
i	  antal	  dryp	  pr	  minut.	  
Til	  dette	  anvendes	  formlen	  𝐷 = !∙!!"!	    𝑑  𝑒𝑟  𝑎𝑛𝑡𝑎𝑙𝑙𝑒𝑡  𝑎𝑓  𝑑𝑟𝑦𝑝  𝑝𝑟  𝑚𝑖𝑙𝑖𝑙𝑖𝑡𝑒𝑟	    𝑉    𝑒𝑟  𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛  𝑚å𝑙𝑡  𝑖  𝑚𝐿  𝑎𝑓  𝑖𝑛𝑓𝑢𝑠𝑖𝑜𝑛𝑒𝑛	  	  𝑛  𝑒𝑟  𝑎𝑛𝑡𝑎𝑙𝑙𝑒𝑡  𝑎𝑓  𝑡𝑖𝑚𝑒𝑟  𝑖𝑛𝑓𝑢𝑠𝑖𝑜𝑛𝑒𝑛  𝑠𝑘𝑎𝑙  𝑓𝑜𝑟𝑙ø𝑏𝑒  𝑜𝑣𝑒𝑟.	    
a) En	  sygeplejerske	  vil	  fordoble	  den	  tid	  droppet	  er	  tilkoblet.	  Hvad	  sker	  der	  med	  dryphastigheden?	  
b) Sygelejerskerne	  skal	  også	  kunne	  udregne	  volumen	  af	  droppet	  ud	  fra	  dryphastigheden.	  
Et	  drop	  med	  dryphastighed	  50	  dryp	  pr	  minut	  gives	  til	  en	  patient	  i	  3	  timer.	  Drypfaktoren	  er	  25	  dryp	  pr	  
milliliter.	  	  
Hvilket	  volumen	  har	  droppet?	  
	  
Trappe	  	  
Tegningen	  nedenfor	  viser	  en	  trappe	  med	  14	  trin	  og	  en	  samlet	  højde	  på	  i	  alt	  252	  cm:	  
	  
a) Hvad	  er	  højden	  på	  hvert	  af	  de	  14	  trin?	  
Hvis	  en	  trappe	  skal	  være	  bekvem	  at	  gå	  på,	  skal	  der	  gælde	  følgende	  regel	  (trappereglementet):	  	  
1	  grundflade	  +	  2	  stigninger	  =630mm	  
b) Hvor	  langt	  bliver	  det	  øverste	  trin	  på	  trappen	  hvis	  reglen	  skal	  overholdes?	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DVD	  leje	  
Jane	  arbejder	  i	  en	  butik,	  der	  udlejer	  dvd'er	  og	  computerspil.	  	  
I	  denne	  butik	  koster	  det	  årlige	  kontingent	  10	  Zeds.	  	  
DVD	  lejen	  for	  medlemmer	  er	  lavere	  end	  afgiften	  
for	  ikke-­‐medlemmer,	  som	  vist	  i	  tabellen:	  	  
	  
Tobbe	  var	  medlem	  af	  DVD	  leje	  butikken	  sidste	  år.	  	  
Sidste	  år	  brugte	  han	  52,50	  Zeds	  i	  alt,	  som	  
omfattede	  hans	  medlemsgebyr.	  	  
a) Hvor	  meget	  ville	  Tobbe	  have	  brugt,	  hvis	  han	  ikke	  havde	  været	  medlem,	  men	  havde	  lejet	  	  
samme	  antal	  dvd'er?	  
b) Hvad	  er	  det	  mindste	  antal	  dvd'er	  man	  skal	  leje,	  for	  at	  det	  kan	  betale	  sig	  at	  være	  medlem?	  
	  
Mount	  Fuji	  
Gotemba	  vandrestien	  op	  ad	  Mount	  Fuji	  er	  omkring	  9	  kilometer	  (km)	  lang.	  	  
Fodgængere,	  der	  ønsker	  at	  gå	  turen,	  er	  nødt	  til	  at	  vende	  tilbage	  til	  foden	  af	  bjerget	  senest	  klokken	  20.00.	  	  
Toshi	  anslår,	  at	  han	  kan	  gå	  op	  ad	  bjerget	  med	  1,5	  kilometer	  i	  timen	  i	  gennemsnit,	  og	  ned	  med	  den	  dobbelte	  
hastighed.	  Disse	  hastigheder	  tager	  hensyn	  til	  spisepauser	  og	  hviletider.	  	  
a) Hvornår	  skal	  Toshi	  senest	  påbegynde	  sin	  tur,	  hvis	  han	  skal	  vende	  tilbage	  klokken	  20.00?	  
b) Med	  hvilken	  gennemsnitsfart	  har	  Toshi	  gennemført	  turen?	  
	  
Cykel	  
Helen	  har	  lige	  fået	  en	  ny	  cykel.	  Det	  har	  et	  speedometer,	  som	  sidder	  på	  styret.	  	  
Speedometeret	  kan	  fortælle	  Helen	  hvilken	  afstand	  hun	  cykler	  og	  hendes	  gennemsnitlige	  hastighed	  for	  en	  
tur.	  
På	  en	  tur,	  har	  Helen	  cyklet	  fire	  kilometer	  i	  de	  første	  10	  minutter	  og	  derefter	  2	  km,	  den	  næste	  5	  	  
minutter.	  
a) Hvad	  er	  gennemsnitsfarten	  på	  turen?	  
Helen	  cyklede	  6	  km	  til	  sin	  tantes	  hus.	  Speedometeret	  viste,	  at	  hun	  havde	  en	  gennemsnitsfart	  på	  18	  km/t	  på	  
hele	  turen.	  
b) Hvor	  lang	  tid	  tog	  turen	  for	  Helen?	  
Helen	  cyklede	  på	  sin	  cykel	  fra	  hjemmet	  til	  floden,	  som	  ligger	  4	  km	  væk.	  Det	  tog	  hende	  9	  minutter.	  Hun	  
cyklede	  hjem	  ad	  en	  kortere	  rute	  på	  3	  km.	  Det	  tog	  hende	  kun	  6	  minutter.	  	  
c) Hvad	  var	  Helen	  gennemsnitlige	  hastighed	  i	  km/t,	  for	  turen	  til	  floden	  og	  tilbage?	  
	  
Pariserhjul	  
En	  kæmpe	  pariserhjul	  er	  på	  bredden	  af	  en	  flod.	  Pariserhjulet	  har	  en	  udvendig	  diameter	  på	  140	  meter,	  og	  
dens	  højeste	  punkt	  er	  150	  meter	  over	  bunden	  af	  floden.	  Den	  roterer	  i	  positiv	  omløbsretning	  (mod	  urets	  
retning).	  
a) Hvor	  mange	  meter	  over	  fodens	  bund	  er	  centrum	  for	  Pariserhjulet?	  
Pariserhjulet	  roterer	  med	  en	  konstant	  hastighed.	  Det	  tager	  præcis	  40	  minutter	  at	  tage	  en	  fuld	  omgang.	  	  
John	  starter	  sin	  tur	  i	  pariserhjulet	  ved	  ombord	  stigningen,	  som	  ligger	  på	  det	  laveste	  punkt	  på	  rundturen.	  	  
b) Hvor	  vil	  John	  være	  efter	  en	  halv	  time?	  
	  
	  
	  
	   	  
Ikke-­‐medlem	  
Lejegebyr	  for	  én	  DVD	  
Medlem	  
Leje	  for	  én	  DVD	  
3,20	  Zeds	   2,50	  Zeds	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Sejlskibe	  
Femoghalvfems	  procent	  af	  verdens	  fragt	  foregår	  med	  skib	  med	  omtrent	  50000	  tankere,	  fragtskibe	  og	  
containerskibe.	  De	  fleste	  af	  disse	  skibe	  benytter	  diesel	  olie	  som	  brændstof.	  
Ingeniører	  planlægger	  at	  udvikle	  vindkraft	  til	  skibe.	  Deres	  forslag	  går	  ud	  på	  at	  montere	  drage-­‐sejl	  (kite	  sail)	  
på	  skibe	  og	  bruge	  vindens	  kræfter	  til	  at	  hjælpe	  med	  at	  reducere	  forbruget	  af	  diesel	  og	  brændstoffets	  
indvirkning	  på	  miljøet.	  
	  
En	  af	  fordelene	  ved	  at	  benytte	  drage-­‐sejl	  er,	  at	  det	  befinder	  sig	  i	  en	  højde	  af	  150m.	  
I	  denne	  højde	  er	  vindhastigheden	  omtrent	  25%	  højere	  end	  den	  er	  i	  dækshøjde	  på	  skibet.	  
a) Ved	  hvilken	  omtrentlig	  hastighed	  vil	  vinden	  blæse	  i	  et	  drage-­‐sejl,	  når	  en	  vindhastighed	  på	  	  
24	  km/t	  er	  målt	  på	  dækket	  af	  skibet?	  
	  
b) Omkring	  hvilken	  længde	  skal	  snoren	  til	  	  
drage-­‐sejlet	  være	  for	  at	  trække	  	  
skibet,	  hvis	  snoren	  danner	  en	  vinkel	  	  
på	  45	  °	  med	  vandret	  og	  sejlet	  befinder	  	  
sig	  i	  lodret	  højde	  på	  150	  m?	  
	  
c) På	  grund	  af	  høje	  omkostninger	  til	  
dieselolie	  med	  0,42	  Zeds	  pr	  liter,	  
har	  ejerne	  af	  skibet	  New	  Wave	  	  
tænkt	  sig	  at	  udstyre	  deres	  skib	  	  
med	  et	  dragesejl.	  	  
Det	  anslås,	  at	  et	  dragesejl	  som	  dette	  vil	  kunne	  reducere	  diesel	  forbrug	  med	  omkring	  20%	  samlet.	  
Omkostningerne	  ved	  at	  udstyre	  New	  Wave	  med	  et	  drage	  sejl	  er	  2	  500	  000	  Zeds.	  	  
Hvor	  mange	  år	  vil	  der	  gå,	  før	  besparelserne	  på	  dieselolie	  dækker	  udgifterne	  til	  drage	  	  
sejlet?	  Begrund	  dit	  svar.	  
	  
Pingviner	  
Dyrefotograf	  Jean	  Baptiste	  gik	  på	  en	  årelang	  ekspedition	  og	  tog	  adskillige	  fotos	  af	  pingviner	  og	  deres	  	  
kyllinger.	  Han	  var	  især	  interesseret	  i	  væksten	  i	  størrelsen	  af	  forskellige	  pingvin	  kolonier.	  
Normalt	  vil	  et	  pingvin	  par	  producere	  to	  æg	  hvert	  år.	  Normalt	  vil	  kyllingen	  fra	  det	  største	  af	  de	  to	  æg	  være	  
den	  eneste,	  der	  overlever.	  Med	  Rockhopper	  pingviner	  vejer	  det	  første	  æg	  ca	  78	  g,	  og	  det	  andet	  æg	  vejer	  ca	  
110	  g.	  	  
a) Omtrent	  hvor	  mange	  procent	  er	  det	  andet	  æg	  tungere	  end	  det	  første	  æg?	  
Jean	  undrer	  sig	  over,	  hvordan	  størrelsen	  af	  en	  pingvin	  koloni	  vil	  ændre	  sig	  over	  de	  næste	  par	  år.	  	  
For	  at	  afgøre	  dette,	  gør	  han	  følgende	  forudsætninger:	  	  
• I	  begyndelsen	  af	  året	  består	  kolonien	  af	  10	  000	  pingviner	  (5	  000	  par).	  	  
• Hvert	  pingvinpar	  får	  hvert	  forår	  én	  kylling.	  	  
• Ved	  udgangen	  af	  året	  vil	  20%	  af	  alle	  pingvinerne	  (voksne	  og	  kyllinger)	  dø.	  	  
b) Hvor	  mange	  pingviner	  er	  der	  i	  kolonien	  ved	  udgangen	  af	  det	  første	  år?	  	  
	  
Jean	  antager	  kolonien	  vil	  fortsætte	  med	  at	  vokse	  på	  følgende	  måde:	  	  
• I	  begyndelsen	  af	  hvert	  år	  består	  kolonien	  af	  lige	  mange	  han-­‐	  og	  hunpingviner,	  der	  danner	  par.	  	  
• Hvert	  pingvinpar	  får	  én	  kylling	  i	  foråret	  hvert	  år.	  	  
• Ved	  udgangen	  af	  hvert	  år	  vil	  20%	  af	  alle	  pingvinerne	  (voksne	  og	  kyllinger)	  dø.	  	  
• Når	  pingvinerne	  er	  ét	  år	  får	  de	  kyllinger.	  	  
c) Baseret	  på	  ovenstående	  forudsætninger,	  hvor	  stort	  vil	  antallet	  af	  pingviner	  i	  kolonien	  være	  efter	  7	  
år?	  
Navn: NewWave 
 
Type: Fragtskib 
Længde: 117 meter 
Bredde: 18 meter 
Last kapacitet: 12 000 tons 
Maximum fart: 19 knob 
Diesel forbrug uden drage sejl ca.              
3 500 000 liter	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 Sluttest3	  5.16 Flere spørgsmål fra professoren 
Her	  er	  13	  spørgsmål	  fra	  professoren.	  Det	  er	  meget	  vigtigt	  for	  vores	  undersøgelse,	  at	  du	  svarer	  på	  alle	  
spørgsmålene,	  også	  hvis	  der	  skulle	  være	  nogle,	  du	  ikke	  synes,	  du	  kan	  gøre	  noget	  ved.	  På	  forhånd	  stor	  tak	  for	  
hjælpen!	  
Spørgsmål	  1	  
Det	  tager	  3	  minutter	  at	  koge	  et	  blødkogt	  æg	  og	  8	  minutter	  at	  koge	  et	  hårdkogt	  æg.	  Hvor	  lang	  tid	  tager	  det	  
at	  koge	  to	  æg,	  hvor	  det	  ene	  er	  blødkogt	  og	  det	  andet	  er	  hårdkogt,	  hvis	  man	  starter	  på	  samme	  tid?	  Begrund	  
dit	  svar.	  
	  
Spørgsmål	  2	  
En	  maler	  skal	  male	  to	  fiskerhytter	  på	  havnen.	  	  
Han	  blander	  2,5	  l	  gul	  maling,	  3,5	  l	  blå	  maling	  og	  	  1,5l	  hvid	  maling	  sammen.	  Malingen	  rækker	  til	  den	  ene	  
hytte	  og	  det	  halve	  af	  	  den	  anden	  hytte.	  Han	  har	  flere	  liter	  blå	  og	  hvid	  maling,	  men	  han	  mangler	  gul	  maling.	  
Hvor	  meget	  gul	  maling	  skal	  maleren	  bruge	  for	  at	  male	  hytten	  færdig?	  Begrund	  dit	  svar.	  
	  
Spørgsmål	  3	  
Tobias	  er	  17	  år	  og	  har	  1000	  kr.	  som	  han	  vil	  sætte	  i	  banken	  og	  hæve	  dem	  efter	  2	  år.	  Vestjysk	  Bank	  tilbyder	  
unge	  under	  18	  år	  en	  opsparingsrente	  på	  3%	  om	  året	  og	  til	  dem	  mellem	  18	  og	  25	  år	  en	  opsparingsrente	  på	  
1%	  om	  året.	  Nordea	  Bank	  tilbyder	  en	  rente	  på	  2%	  om	  året	  uanset	  alder.	  Hvilken	  bank	  er	  bedst?	  
	  
Spørgsmål	  4	  
På	  et	  børnehjem	  er	  der	  3	  gange	  flere	  børn	  end	  julegaver.	  Hvordan	  vil	  du	  beskrive	  sammenhængen	  mellem	  
antallet	  af	  børn	  og	  antallet	  af	  julegaver?	  Begrund	  dit	  svar.	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Spørgsmål	  5	  
Springvandet	  Jet	  d’Eau	  ved	  Lac	  Leman	  er	  Geneves	  kendetegn.	  Vurdér	  på	  baggrund	  af	  billedet,	  hvor	  højt	  
vandet	  i	  springvandet	  er.	  Begrund	  dit	  svar.	  
	  
Spørgsmål	  6	  
Mia	  og	  Rasmus	  har	  fanget	  en	  ørred	  som	  vejer	  1,540	  kg.	  Mia	  siger,	  at	  hvis	  ørreden	  vokser	  med	  40	  g	  pr.	  
måned	  vil	  den	  veje	  2,5	  kg	  efter	  to	  år.	  Rasmus	  siger	  at,	  hvis	  ørreden	  vokser	  med	  2,04%	  pr.	  måned	  vil	  den	  
veje	  2,5	  kg	  efter	  to	  år.	  Hvem	  har	  ret	  og	  hvorfor?	  
	  
Spørgsmål	  7	  
En	  bil	  kører	  14	  km.	  pr.	  liter	  diesel,	  hvis	  den	  kører	  80	  km/h	  og	  10	  km.	  pr.	  liter,	  hvis	  den	  kører	  130	  km/h.	  Bilen	  
kører	  en	  time	  på	  landevejen	  med	  80	  km/h	  og	  derefter	  en	  halv	  time	  på	  motorvejen	  med	  130	  km/h.	  	  
a) Hvad	  var	  bilens	  gennemsnitfart	  på	  denne	  køretur?	  	  
b) Hvor	  mange	  liter	  diesel	  har	  bilen	  brugt	  på	  hele	  turen?	  
	  
Spørgsmål	  8	  
En	  lille	  kvadratisk	  brownie	  med	  sidelængden	  20	  cm	  koster	  40	  kr.	  En	  stor	  brownie	  har	  sidelængden	  30	  cm	  og	  
koster	  60	  kr.	  Hvilken	  brownie	  er	  bedst	  at	  købe?	  Begrund	  dit	  svar.	  	  
	  
Opgave	  9	  
Hvis	  et	  bordtennisbat	  og	  en	  bold	  koster	  110	  kroner	  tilsammen,	  og	  battet	  koster	  100	  kr	  mere	  end	  bolden,	  
hvor	  meget	  koster	  så	  bolden?	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Opgave	  10	  
En	  tv-­‐journalist	  viste	  dette	  diagram	  og	  sagde:	  
”Diagrammet	  viser,	  at	  det	  har	  været	  en	  voldsom	  stigning	  i	  nedbørsmængden	  i	  Danmark	  i	  perioden	  2000	  til	  
2010.”	  
	  
Er	  påstanden	  en	  rimelig	  fortolkning	  af	  diagrammet?	  Begrund	  dit	  svar.	  
	  
Spørgsmål	  11	  
En	  glaskugle	  med	  en	  diameter	  på	  1	  cm	  vejer	  10,5	  g.	  Hvad	  vejer	  en	  glaskugle	  med	  dobbelt	  så	  stor	  diameter?	  
Begrund	  dit	  svar.	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Spørgsmål	  12	  
Når	  blodprøver	  analyseres	  for	  ethanol	  (alkohol),	  kommer	  måleresultatet	  ud	  som	  en	  promilleværdi.	  1	  
promille	  er	  det	  samme	  som	  1	  gram	  alkohol	  per	  kilo	  blod.	  I	  denne	  sammenhæng	  regner	  vi	  med,	  at	  1	  liter	  
blod	  vejer	  1	  kg.	  
Alkohol	  opløses	  i	  vand	  og	  fordeler	  sig	  derfor	  i	  vandholdigt	  kropsvæv	  som	  blandt	  andet	  muskelvæv.	  
I	  gennemsnit	  vil	  alkohol	  fordele	  sig	  i	  60	  procent	  af	  kropsvægten	  hos	  kvinder	  og	  i	  70	  procent	  af	  kropsvægten	  
hos	  mænd.	  Som	  en	  hovedregel	  regner	  man	  med,	  at	  alkoholen	  forbrændes	  med	  0,15	  promille	  per	  time	  for	  
mænd	  og	  0,10	  promille	  per	  time	  for	  kvinder.	  En	  genstand	  svarer	  til	  12	  g	  alkohol.	  Man	  har	  opstillet	  følgende	  
formler	  for	  beregning	  af	  alkoholpromillen:	  
	  
For	  kvinder:	  
	   𝑝𝑟𝑜𝑚𝑖𝑙𝑙𝑒 = 𝑎𝑙𝑘𝑜ℎ𝑜𝑙  𝑖  𝑔𝑟𝑎𝑚0,6 ∙ (𝑘𝑟𝑜𝑝𝑠𝑣æ𝑔𝑡𝑒𝑛  𝑖  𝑘𝑔) − 0,10 ∙ (𝑎𝑛𝑡𝑎𝑙  𝑡𝑖𝑚𝑒𝑟  𝑓𝑟𝑎  𝑑𝑟𝑖𝑘𝑘𝑒𝑠𝑡𝑜𝑝)	  
For	  mænd:	  
	  
	   𝑝𝑟𝑜𝑚𝑖𝑙𝑙𝑒 = 𝑎𝑙𝑘𝑜ℎ𝑜𝑙  𝑖  𝑔𝑟𝑎𝑚0,7 ∙ (𝑘𝑟𝑜𝑝𝑠𝑣æ𝑔𝑡𝑒𝑛  𝑖  𝑘𝑔) − 0,15 ∙ (𝑎𝑛𝑡𝑎𝑙  𝑡𝑖𝑚𝑒𝑟  𝑓𝑟𝑎  𝑑𝑟𝑖𝑘𝑘𝑒𝑠𝑡𝑜𝑝)	  
	  
	  
En	  mand	  der	  vejer	  65	  kg	  og	  en	  kvinde	  der	  vejer	  85	  kg	  drikker	  7	  genstande	  hver	  på	  samme	  tid.	  Efter	  hvor	  
lang	  tid	  har	  de	  den	  samme	  alkoholpromille?	  Begrund	  dit	  svar.	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En	  svømmers	  bevægelse	  i	  vandet	  optages	  på	  video.	  Grafen	  viser	  sammenhængen	  
mellem	  tiden	  t	  og	  svømmerens	  fart	  v	  under	  ét	  svømmetag.	  
	  
a) På	  hvilket	  tidspunkt	  er	  svømmerens	  acceleration	  størst?	  Begrund	  dit	  svar.	  
	  
